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LA COLUMNA DE MATEMATICA COMPUTACIONAL
Seccidén a cargo de

Tomas Recio

El objetivo de esta columna es presentar de manera sucinta,
en cada uno de los nimeros de LA GACETA, alguna cuestidn ma-
temdtica en la que los cdlculos, en un sentido muy amplio, tengan un
papel destacado. Para cumplir este objetivo el editor de la columna
(sin otros méritos que su interés y sin otros recursos que su mejor
voluntad) quisiera contar con la colaboracion de los lectores, a los que
anima a remitirle (a la direccion que se indica al pie de pdgz'nal) los
trabajos y sugerencias que consideren oportunos.

EN ESTE NUMERO . . .

el profesor de la Universidad de Cantabria, Luis Manuel Cruz Orive, con-
tribuye con un extenso articulo en el que se presentan, al puiblico de LA GA-
CETA, los fundamentos de la Estereologia.

Como el mismo autor reconoce al final del articulo, no ha sido facil con-
seguir que este trabajo se escriba y se difunda en LA GACETA. Me cabe el
honor y la suerte de haber culminado con éxito una invitacién que inicié José
Luis Fernandez Pérez hace cinco anos y que reiteré yo a su autor hace uno,
precisamente con el dnimo de dar a conocer un campo de las matematicas
computacionales tan desconocido en Espana y en el que, gracias a Luis y a sus
colaboradores, destacamos tanto.

La triste circunstancia del fallecimiento de Santal6 y la participaciéon de
Cruz Orive en el acto de homenaje al maestro Santalé organizado en Gerona
el pasado noviembre, fueron decisivas para conseguir que Luis Cruz dejara a
un lado sus ocupaciones diarias en la investigacién y distrajera algin tiempo
para plasmar, por escrito y en extenso, las ideas que presentd en aquel acto.

Ademaés de agradecerle a Luis Cruz Orive el esfuerzo realizado le pido
disculpas, desde aqui, por mi atrevimiento al insitir en senalarle las pautas
editoriales de LA GACETA (estilo divulgativo, tipologia del lector, etc.) y por
mi insistencia, a lo largo de estos ultimos meses, hasta conseguir el manuscrito.

Espero que el lector de LA GACETA convenga conmigo, tras la lectura
del articulo, que la tarea ha merecido la pena, porque el resultado ha sido
realmente espléndido.

!Tomés Recio. Departamento de Matematicas. Facultad de Ciencias.
Universidad de Cantabria. 39071 Santander. recio@matesco.unican.es
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Estereologia: Punto de encuentro
de la Geometria Integral, la Probabilidad y la Estadistica.
En memoria del Profesor Luis A. Santalé (1911-2001)

por

Luis M. Cruz-Orive

RESUMEN

La Estereologia es una ciencia multidisciplinar que dicta reglas de mues-
treo geométrico para estimar cantidades definidas en objetos espaciales (como
estructuras bioldgicas o minerales) tales como voliumenes, niumero de células,
poros o inclusiones, superficies, longitud de fibras, filamentos o dendritas neu-
ronales, etc. Al necesitar la contribucién de la Geometria Integral, la Proba-
bilidad y la Estadistica, y cubrir mutiples aplicaciones, es imposible abarcar
todos los aspectos de la Estereologia en un solo articulo. Por razones de gusto
personal, por ir el articulo dedicado a la memoria del Profesor Luis A. Santalo,
y por contar LA GACETA con numerosos lectores con conocimientos de Geo-
metria Integral y Probabilidad, nos hemos decantado por explicar brevemente
como la Estereologia nace de la fusion de ambas disciplinas. Pero quizas, la
motivacién principal es sugerir que pasemos el articulo a nuestros alumnos,
pues de su vocacién y energia depende la transmisiéon del hermoso legado del
Profesor Santalé.

1 INTRODUCCION

1.1 CONCEPTO Y MOTIVACION

No es dificil concebir un método para estimar el volumen de una patata
pero, jes obvio cémo estimar su superficie? En la corteza cerebral humana
hay unas 20 x 10? neuronas. ;Cémo se conoce esta cifra? (;Habra alguien que
las haya contado todas?) En 1 mm3de misculo séleo hay alrededor de 1.5 m
de capilares sanguineos (de unas 6 pum de didmetro)... (jcémo se puede me-
dir todo esto?). Los métodos estereoldgicos estan considerados como los mas
eficientes, a menudo los tinicos de que se dispone para estimar sin sesgo canti-
dades geométricas —como volumen, superficie, longitud de tibulos o dendritas,
ntmero de particulas, células u orgdnulos en un compartimento acotado, carac-
teristica de Euler-Poincaré (o conectividad) de una estructura, etc.— a partir
de secciones o proyecciones del espacio de referencia. Cuando en 1963 se funda
la Sociedad Internacional de Estereologia, (International Society for Stereo-
logy, 1SS), (Haug, 1987; Weibel, 1987), el término ‘Estereologia’ (derivado del
griego ‘oTepeds’ = sblido) se define como ‘la ciencia de la interpretacién tri-
dimensional de imégenes bidimensionales’. Desde entonces, la Estereologia se
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ha convertido en un campo de investigacion sélidamente asentado en la teoria
del muestreo geométrico, siempre inspirado en las aplicaciones, y hoy se conci-
be con mas generalidad como muestreo geométrico e inferencia estadistica en
espacios de dimensién arbitraria —e incluso en espacios no euclideos (Santald,
1995; Gallego, 2000)— aunque esto estd atin poco desarrollado. Para una revi-
sién informal véase Cruz-Orive (1997), que se puede completar con Karlsson
& Cruz-Orive (1997), Stoyan et al. (1995) y Jensen (1998). Para una intro-
duccién elemental con énfasis eminentemente préactico véase Howard & Reed
(1998).
Como caracteristicas bésicas de la Estereologia cabe destacar:

(a). La metodologia es esencialmente estadistica, basada en muestras rela-
tivamente pequenas obtenidas a partir de la interseccién del objeto de
interés con una sonda geométrica de propiedades conocidas. Por tanto,
la Estereologia no requiere la reconstrucciéon de objetos.

(b). No se requiere ninguna condicién fuerte en cuanto a la forma del objeto
—por ejemplo, no es necesario aproximar células o particulas por esferas.
Si se trata de objetos acotados basta con que su medida sea acotada (es
decir, se descartan por ejemplo los fractales, aunque la teoria correspon-
diente no estd muy alejada de la Estereologia).

(c). En la Estereologia por diseno el objeto se supone no aleatorio, y es
necesario controlar el mecanismo aleatorio que gobierna la posicién y
orientacién de la sonda para que la estimacién sea insesgada. Esta es la
Estereologia que se aplica a objetos acotados, especialmente en Biocien-
cias. Cuando la replicacién de sondas no es problema, la insesgadez es
mas importante que la precision, ya que ésta ultima se puede aumentar
indefinidamente aumentando la intensidad del muestreo. En la Estereo-
logia por modelo el objeto se considera como una realizacién de un con-
junto aleatorio cerrado, (‘random closed set’, ‘RACS’, véase Stoyan et
al., 1995) normalmente estacionario (es decir, invariante con respecto a
translaciones); en este caso la posicién de la sonda puede ser arbitraria.
Si el conjunto aleatorio es ademads isétropo (es decir, invariante con res-
pecto a rotaciones) entoces la orientacién de la sonda tampoco afecta a
la insesgadez de la estimacién. La Estereologia por modelo esta directa-
mente relacionada con la Geometria Estocéstica, y es til sobre todo en
ciencias de materiales, donde los objetos que se analizan en el laboratorio
suelen estar limitados por cortes artificiales (como en un trozo de roca)
y no por fronteras naturales (como en un cerebro o un pulmén).

(d). El Anélisis de Imagen es un disciplina subsidiaria destinada a facilitar
la observacion y medida automaticas de imagenes de secciones. La Este-
reologia se encarga de que el muestreo sea adecuado.

El caracter interdisciplinario de la Estereologia se revela en las Actas de los
congresos de la ISS, que se celebran cada dos afios desde 1961. Una lista par-
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cial de ciencias biomédicas que utilizan la Estereologia incluye la Anatomia,
Fisiologia, Neurociencias, Patologia y Toxicologia, asi como la Boténica, la
Tecnologia Forestal, la Radiologia, y las ciencias de la alimentacién. Entre las
areas no biomédicas destacan la Edafologia, Fisica, Metalografia, Mineralogia,
Petrografia, y ciencias de materiales en general —y en cierta medida la Geo-
grafia, Geofisica y Astronomia. Aunque a priori pudiera parecer inverosimil,
todas estas disciplinas comparten tipos de problemas que sélo se pueden re-
solver por métodos estereoldgicos.

1.2 NOTAS HISTORICAS

En sus origenes los cientificos que desarrollan la Estereologia obtienen
resultados parciales utilizando métodos ad hoc. Por ejemplo, el gedlogo francés
August Delesse descubre que la fraccién de volumen de un mineral en una roca
coincide con el valor medio de la fraccién de area del mineral en una seccion
de la roca, (Delesse, 1847). Mas tarde, el ge6logo ruso A.A. Glagolev propone
estimar el drea de una figura plana contando los puntos de una rejilla regular
que intersectan la figura (Glagolev, 1933), etc.

Paralelamente, la Probabilidad Geométrica —nacida mucho antes a partir
del celebrado problema de la aguja resuelto por el naturalista francés Geor-
ge Louis Leclerc, Conde de Buffon (1707-1788), (Buffon, 1777; véase Miles &
Serra, 1978 y Fig. 1)— se desarrolla a lo largo del s. XIX y principios del XX
gracias a Pierre Simon de Laplace (1749-1827), Morgan W. Crofton (1826—
1915), Henri Poincaré (1854-1912), Robert Deltheil (1890-1972), etc. A partir
del s. XX surge la Geometria Integral como fundamento sélido de la Probabi-
lidad Geométrica. Partiendo de la obra clave de Elie J. Cartan (1869-1951), la
escuela de Wilhelm J. E. Blaschke (1885-1962) en Hamburgo irradia una gran
influencia a través de sus discipulos, entre los que se encuentra el matematico
hispano-argentino Luis Antonio Santalé Sors (1911-2001), (Fig. 1). Cabe tam-
bién destacar al matemaético suizo Hugo Hadwiger (1908-1981), creador de una
escuela relativamente independiente (Debrunner et al., 1982).

Salvo contadas excepciones, la Probabilidad Geométrica y la Geometria
Integral se desarrollan obedeciendo a un interés puramente matemaético, al
margen de aplicaciones concretas. Que nosotros sepamos, la primera obra
integradora de ambas disciplinas con referencia a aplicaciones es el valioso
libro de Kendall & Moran (1963). No obstante, la Estereologia continia desa-
rrollandose muy lentamente al margen de dichas disciplinas matematicas hasta
los anos 1970. El nexo de unién es obra del matemético anglo-australiano Ro-
ger E. Miles (1935-), discipulo de Patrick A.P. Moran (1917-1988), (segundo
autor del citado libro). En marzo de 1977, Ewald R. Weibel (1929-), Director
del Instituto de Anatomia de la Universidad de Berna, organiza un Curso de
Estereologia e invita a R.E. Miles, el cual, motivado por los problemas reales
planteados en el curso, ejerce una gran influencia con una serie de trabajos,
varios de ellos escritos con su alumna Pamela J. Davy, (Davy & Miles, 1977;
Miles, 1978; Miles & Davy, 1976, 77). En junio de ese mismo ano 1977 se con-
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memora en Paris el 200 aniversario de la publicaciéon por parte de Buffon del
citado problema de la aguja (Miles & Serra, 1978). Dichas reuniones y otras
posteriores, congresos, cursos patrocinados por la ISS, etc., van conformando
un grupo de investigadores (Fig. 2) que sigue contribuyendo al desarrollo de
la Estereologia.

1.3 VISITA OBLIGADA AL PROBLEMA DE LA AGUJA

El problema de la aguja de Buffon es notable porque, siendo el mas antiguo
que se conoce sobre Probabilidades Geométricas, encapsula el espiritu y la
esencia de la Geometria Integral y la Estereologia.

El problema se puede enunciar asi (Fig. 3a): “Se lanza al azar una aguja
o barra delgada de longitud [ sobre un entarimado cuyas juntas son rectas
paralelas a una distancia h > [. Calcular la probabilidad de que la aguja corte
a una de las rectas”.
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Buffon resuelve el problema por un método ad hoc; como es bien sabido

el resultado es 2I/ (wh). En perspectiva, sin embargo, el problema plantea
cuestiones de alcance, como resumimos a continuacion.

(i).

,Como modelamos la posicién de un segmento ‘al azar’ en el plano?
Distintas elecciones pueden dar lugar a distintas soluciones, a la manera
de las famosas ‘paradojas de Bertrand’ (Kendall & Moran, 1963) que

causaron cierta confusion a principios del s. XX. Esta es una de las cues-
tiones que motivé el nacimiento de la Geometria Integral; una solucién
razonable es equipar al segmento con un elemento de medida que sea
invariante con respecto al grupo especial de movimientos en el plano
(es decir, con respecto a translaciones y rotaciones); dicho elemento se
conoce como densidad cinemdtica de Blaschke-Santal6 (§6.4). De esta
manera cada problema tiene una solucién unica que no depende de la
eleccién de los pardmetros ni de los ejes de coordenadas. Ademds dicha
solucién concuerda légicamente con el experimento fisico (lanzamiento
del segmento ‘al azar’).

Otro escollo importante era extender al contexto geométrico el popu-
lar concepto de probabilidad como ‘ndmero de casos favorables dividido
por el nimero de casos posibles’ —sencillo, o al menos natural cuando se
trata de espacios muestrales finitos y discretos, como es el caso en los
juegos de dados y naipes, pero no tan natural cuando dichos espacios
son continuos. El concepto de ‘nimero de casos’ se substituye por el
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(ii).

Figura 3

de medida invariante de posiciones de un objeto geométrico (la aguja)
que satisface una condicién dada (por ejemplo que la aguja corte a una
recta). Dicha medida es una integral (generalmente de Lebesgue) con
respecto a un elemento de medida invariante (como la citada densidad
cinemdtica). Para ilustrar el funcionamiento de estas ideas conviene sus-
tituir el enunciado del problema por otro equivalente (Fig. 3b): “Una
aguja de longitud [ ocupa una posicién fija cualquiera en el interior de
un circulo de didmetro A > [. Una recta corta al circulo al azar. Calcular
la probabilidad de que la recta corte también a la aguja”. El modelo de
‘recta invariante’ implica: (a) la densidad invariante del éngulo ¢ de la
recta con un eje fijo es d¢ en el intervalo (0, 7], y (b) para cada orienta-
cién ¢ la densidad invariante de la distancia z de la recta al centro del
circulo es dz en el intervalo (—h/2, h/2]. Con esto es facil verificar que la
medida de las rectas que cortan a la aguja es 2/, mientras que la medida
de las rectas que cortan al circulo es 7h, y el cociente es la solucién del
problema de Buffon.

Una vez justificados los papeles de la Geometria Integral y la Proba-
bilidad Geométrica en la resoluciéon del problema es sencillo explicar el
espiritu de la Estereologia. Supongamos que la longitud [ > 0 de la agu-
ja es desconocida y queremos estimarla mediante muestreo. Para ello
lanzamos la aguja independientemente al azar un ntimero dado n > 1
de veces sobre un sistema de rectas paralelas (que juega el papel de
una sonda geométrica) a una distancia conocida h > [, y contamos el
numero de veces I en que la aguja corta a una de las rectas. Entonces I
es una variable aleatoria Binomial cuyo valor medio es [EI = np, donde
p =21/ (mh) es la probabilidad de corte dada por la solucién de Buffon.
De aqui resulta que un estimador insesgado de [ es

~ 1
l=—=-h-— 1.1
- (11)

us
2
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(a)

(b).
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y su precision, dada por el coeficiente de variacién al cuadrado, es

Var(l) 1—p const
— = = . 1.2
12 pn EI (1.2)

CV2(1)

Asi pues, la Estereologia:

. Utiliza un método de muestreo estrictamente inducido por la densidad

invariante de la sonda geométrica elegida.

Incorpora la Estadistica construyendo variables aleatorias adecuadas cu-
yos parametros son soluciones ofrecidas por la Geometria Integral. Con
ello se abre el camino a las aplicaciones.

Las siguientes observaciones son oportunas:

e En el ejemplo, la cantidad a estimar puede ser una cualquiera entre
las cuatro I, h, 2 y w cuando las otras tres se suponen conocidas. De
hecho, la estimacion del nimero 7 a través del experimento de Buf-
fon tiene una literatura muy extensa (véase por ejemplo Corberan
& Montes, 2000).

e En la préactica es corriente que sea la sonda la que se superpone al
azar sobre el objeto a estudiar.

e FEl final del pérrafo (ii) sugiere que la integral del niimero de puntos
de interseccion entre una recta invariante y una curva fija de longi-
tud finita L es 2L —(el nimero de intersecciones entre una circunfe-
rencia y una recta que la corta es siempre 2, con lo cual la medida
del nimero de rectas que cortan al circulo es su perimetro wh, co-
mo hemos visto). Asi pues, si superponemos al azar una plantilla
transparente de rectas paralelas a una distancia h sobre una curva
finita de longitud desconocida L, (Fig. 3c), y contamos el nimero I
de intersecciones entre la curva y las rectas de la plantilla, entonces
podemos estimar L mediante

L= gh-l. (1.3)

Tipicamente en Estereologia el estadistico relevante (I en este ca-
so) es una medida de conteo, es decir un numero natural, y los
estimadores son estrictamente insesgados si se respetan las reglas
de muestreo; por ejemplo en la Fig. 3c las variables aleatorias z, ¢
son uniformes e independientes en (0, k| y en (0, 7] respectivamente,

(64.1).

e Predecir la varianza de estimadores como L es un problema cuyo
interés y dificultad se mantienen vigentes desde hace practicamente
un siglo; véase por ejemplo Cruz-Orive & Gual-Arnau (2002).
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1.4 OBJETIVO DE ESTE ARTICULO

Nuestro objetivo es revisar brevemente las ideas béasicas del muestreo
geométrico como elemento integrante de la Estereologia por diseno. Tras una
breve introduccién (§2), en §3 y §4 obtenemos algunas ecuaciones fundamenta-
les de la Estereologia combinando resultados pertinentes de Geometria Integral
con el concepto estadistico. En §5 ilustramos de una manera esquematica un
diseno inspirado en la Biomedicina. Finalmente, en el Apéndice se amplian
algunos detalles, y en §8 se resume la notacion.

Salvo que se especifique lo contrario, todos los resultados de Geometria
Integral utilizados se encuentran en el libro Santalé (1976), o son sencillos
corolarios. También hemos encontrado utiles la tesina Gual-Arnau (1991) y la
tesis Davy (1978).

Por razones de coherencia y espacio quedan sin describir importantes as-
pectos de la Estereologia. En particular, no se describen:

(i). La Estereologia por modelo y los fundamentos de la Geometria Es-
tocastica (Stoyan et al., 1995; Jensen, 1998; Mecke & Stoyan, 2000).

(ii). La Estereologia de particulas (Miles, 1985; Jensen & Gundersen, 1985,
1989; Gundersen, 1986; Cruz-Orive, 1987b; Karlsson & Cruz-Orive, 1997;
Jensen, 1998; Ohser & Miicklich, 2000).

(iii). La Estereologia Local, que utiliza sondas que contienen un subespacio
lineal fijo de dimension inferior —por ejemplo un haz de rectas o planos
con un punto fijo, un haz de planos con una recta fija, etc., (Cruz-Orive,
1987b; Jensen & Gundersen, 1989; Jensen, 1998).

(iv). Disenos verticales (Baddeley et al., 1986; Gokhale, 1990; Cruz-Orive &
Howard, 1991; Cruz-Orive, 2000).

(v). La Estereologia para estimar propiedades de segundo orden — es decir,
propiedades que caracterizan en parte la distribucién espacial de elemen-
tos geométricos (Ripley, 1981; Diggle, 1983; Cruz-Orive, 1989b; Baddeley
et al., 1993; Stoyan et al., 1995; Jensen, 1998).

(vi). Aspectos estadisticos de tipo tedrico (Baddeley & Cruz-Orive, 1995;
Gual-Arnau & Cruz-Orive, 1996) y andlisis estadistico de datos este-
reolégicos (Cruz-Orive, 1980; Jensen & Sundberg, 1986).

(vii). Precision de estimadores obtenidos por muestreo sistematico (salvo bre-
ves apuntes en §2.2), (Matheron, 1965; Kiéu et al., 1999; Gundersen et
al., 1999; Gual-Arnau & Cruz-Orive, 1998, 2000, 2002; Garcia-Finana &
Cruz-Orive, 2000a, b; Cruz-Orive & Gual-Arnau, 2002).

(viii). Morfologia Matemadtica (Serra, 1982; Glasbey & Horgan, 1995).
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Queda por tanto claro que el presente articulo abre sélo una pequena
ventana al profuso paisaje de la Estereologia y materias afines. Dos de las
revistas mads relevantes para seguir el desarrollo de la Estereologia son Journal
of Microscopy (Oxford, U.K., revista oficial de la ISS) y Advances in Applied
Probability (Sheffield, U.K.).

2 MUESTREO GEOMETRICO: CONSIDERACIONES BASICAS

2.1 SONDAS INDEPENDIENTES

Consideremos una figura plana acotada ¥ C R? cuya 4rea A queremos
estimar, (Fig. 4a). El primer paso es elegir una sonda geométrica adecuada.

En general, si Y C R” es una subvariedad acotada de dimensién dim (Y') =
g > 0y elegimos una sonda 7" de dimensién dim (7") = r, entonces la dimensién
de la interseccion Y N7 es

dim(YNT)=q+r—n>0, (2.1)

de donde se deduce que podemos tomar
r=n—qgn-—gq+1,..,n. (2.2)
La elecciéon de una sonda de dimensién minima r = n — ¢ suele ser la

més comoda porque entonces Y NT es un conjunto de puntos (que suponemos
finito), en principio faciles de contar.

@ ®)

Figura 4

Asi pues, para el problema considerado una sonda adecuada es un punto
r € R2. El siguiente paso es equipar a la sonda con el elemento de medida
invariante con respecto a translaciones y rotaciones, como ya indicamos en
§1.3(i). La Geometria Integral nos dice que para un punto x € R™ dado por
sus coordenadas cartesianas x = (x1, %2, ..., ), dicho elemento es el elemento



LA GACETA 479

de volumen dz = dxy dxs - - - dz, . Esto parece logico, pues el contenido de un
objeto no depende de su posicién u orientacién. En nuestro caso,

/RQVO(Ym:) da::/RQly(:c) dx:/ydx:A, (2.3)

(la notacién viene explicada en §8).

El tercer paso es construir un elemento de probabilidad para la sonda que
sea proporcional a su elemento de medida invariante y que posibilite el mues-
treo y la estimacién. La integral de dz sobre R? no estd acotada, y por lo tanto
es necesario definir un espacio muestral acotado. Si elegimos el subconjunto
mismo Y, entonces el elemento de probabilidad correspondiente es

P(dx):ly(m)-d%, r € R? (2.4)
que utiliza la constante de normalizacién calculada en (2.3). Vemos que este
elemento de probabilidad involucra la cantidad desconocida A y no sugiere un
método para muestrear realizaciones de z en el interior de Y. Por lo tanto,
la eleccién no es adecuada. En general es conveniente elegir un subconjunto
acotado de referencia que contenga a Y y que permita el muestreo de una
manera sencilla. La elecciéon més natural para muestrear puntos invariantes
en R™ es un hipercubo. En nuestro caso podemos suponer sin pérdida de
generalidad que Y se puede incluir en el cuadrado unidad (0, 1)?, (Fig. 4b) —
esto implica que 0 < A < 1. El elemento de probabilidad de un punto aleatorio
uniforme en (0,1]? es:

2
P (dz) = {dx’ z € O.10% (2.5)
0, =¢(0,1]
que no depende de A. Las coordenadas (u1,u2) de una realizacién de x son dos
numeros aleatorios uniformes e independientes en el intervalo (0, 1]. Es fécil
demostrar que la probabilidad de que z corte a Y es A; de aqui se deduce que
si x = (u1,u2) corta a Y, entonces z es aleatorio uniforme en Y (es decir, la
distribucién condicional correspondiente es el segundo miembro de (2.4)). Con
estas propiedades, el muestreo de puntos aleatorios uniformes e independientes
en Y es sencillo: Basta con descartar aquellos puntos que no cortan a Y.
Ahora ya estamos en condiciones de disefiar un experimento para esti-
mar A. Generamos un numero fijo n > 1 de puntos aleatorios uniformes
e independientes en (0,1]%, y contamos los P que cortan a Y. Entonces P,
(P=0,1,...,n), es una variable aleatoria Binomial con media EP = nA, con
lo cual

A= (2.6)

S|
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es un estimador insesgado de A, y su precisién se mide por

~ 1—A const
2 _ _

(andloga a (1.2)).

2.2 MUESTREO SISTEMATICO

El disenio precedente no pasa de ser un recurso didactico. En la précticAa es
incémodo trabajar con sondas independientes; mas importante atin, CV2(A) =
O (1/EP), lo cual, como vamos a ver a continuacién, es mejorable con un disefio
diferente y facil de aplicar.

Comencemos con un problema sencillo (Fig. 5): Estimar la longitud L de
un segmento de recta fijo Y C (0,1]. Como en el ejemplo anterior podemos
muestrear n puntos uniformes e independientes en (0,1], (Fig. 5a). Si P de
ellos cortan a Y obtenemos el estimador conocido

~ P 9, 1-L
L_n’ CV4(L) = P (2.8)
Ahora bien, en lugar de tomar n puntos independientes, procedamos como
sigue. Tomemos un punto aleatorio uniforme z en el intervalo (0,v1], donde
v1 > 0 es una constante fija conocida que llamaremos el periodo de muestreo.
(Para muestrear x elegimos u uniforme en (0,1] y tomamos z = vju). El
sistema de puntos equidistantes
dx
Ay ={x+ kv, k€Z}, P(dr) =1, (7)- o’ (2.9)
es una sonda sistemética (‘test system’) uniforme en R. Cortemos el segmento
Y con esta sonda sistematica (Fig. 5b). El nimero de puntos de interseccién
P =15 (Y NA,) es una variable aleatoria con la siguiente distribucién, (véase
por ejemplo Cruz-Orive, 1989a),

e,

p(r=|2]+1) =2,

donde A = frac(L/vi) = L/v; — [L/v1] y [2] denota la parte entera de un
numero z. La media y la varianza de P se calculan facilmente, y a partir de
ellas obtenemos el siguiente estimador insesgado de L y su precision:
~ ~ A(l-A t
T—up, oviI)= 2! : ) _ o (2.11)
(EP) (EP)

De este ejemplo podemos ya sacar las siguientes consecuencias.
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© | ="
|

r 1 1 |
0 x vy x+v; - 1

Figura 5

(a). El muestreo sistemético es més sencillo de aplicar que el independiente,
y sOlo requiere generar una sonda aleatoria.

(b). La varianza se suele reducir drasticamente; en el ejemplo, se pasa de

O (1/EP) para el muestreo independiente a O(l/(EP)Q) para el sis-
tematico.

(c). La prediccién de la varianza es mas complicada (en general mucho mas
complicada) bajo muestreo sistemético que bajo muestreo independiente.

La extension del muestreo sistematico a lo largo de un eje al muestreo
sistematico en el plano es sencilla (Fig.6).

(i). Elegimos una ‘figura fundamental’ o ‘loseta’ Jy con la cual se pueda
generar una particién periddica del plano.

(ii). Elegimos un punto aleatorio uniforme z en el interior de Jy.

(iii). La extensién periédica de = (en el sentido que explicaremos en §3.1)
constituye una sonda sistematica de puntos A, en el plano.

(iv). Contamos el nimero P de puntos de la sonda que cortan a Y. Un es-

timador insesgado de A es A= ve P, donde vy = vy (Jy) es el drea de
Jo.

Un problema mucho menos trivial —que ya interesé a Karl F. Gauss (1777-

1855)— es predecir la varianza de A. Para una figura Y cualquiera una férmula
exacta requeriria una caracterizaciéon precisa de la forma de Y, lo cual hace
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+ o+ o+ o+

+ 9 +
+ +
+ S
_____ . Y
T+ + +  +
v, |
o
Figura 6

que dicha férmula sea inaccesible en general. Los casos del circulo — ya abor-
dado por Gauss — o la esfera, son tratables, pero complicados (Kendall, 1948;
Kendall & Rankin, 1953). Una actitud realista de cara a la préctica es buscar
aproximaciones. Si Jy es un cuadrado y la sonda de puntos es isétropa con
respecto a Y (es decir con orientacién aleatoria uniforme, cosa que por otra

parte no es necesaria para que el estimador A = vy P sea insesgado), entonces

~ L 1 1/¢@3) 1
2 >~ —_—  — —= — _— — =~ . .
CV (A) R co N ( )3/2, c2 (2 5 +6> 0.0724, (2.12)

donde L, A representan el perimetro total (posibles contornos interiores in-
cluidos) y el drea de Y, respectivamente, de tal manera que L/ V/A es un factor

de forma. Si Y es un circulo, obtenemos CV? (1@ ~ 0.26/ (EP)3/2; por ejemplo
contando una media de P = 16 puntos en el interior del circulo el error de
estimacién es sélo del 6% aproximadamente. Estas aproximaciones son debi-
das a Georges Matheron (1930-2000), Matheron (1965, 1971), véase también
Gundersen & Jensen (1987), Matérn (1989) y Cruz-Orive (1989a, 1993). En
el pentltimo articulo, para un subconjunto ¥ C R" cortado por una son-
da sistematica de puntos uniforme e isétropa tal que .Jy es un hipercubo, se
obtiene

Un—1 (8Y) 1
(v, (V)1 1/n ’ (EP)1+1/”’

CVE(0,(Y)) = ¢y - (2.13)

donde la expresién de la constante ¢, puede verse en el articulo; en particu-
lar, ¢; &~ 0.1667, co ~ 0.0724, ¢35 ~ 0.0656. La prediccién de las propiedades
del muestreo sistematico en R estén relativamente bien estudiadas, pero para
R"™, n > 2 queda mucho trabajo por hacer.
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3 SONDAS SISTEMATICAS DE BASE ACOTADA

Vista la esencia de la Estereologia por diseno, presentamos algunos resul-
tados generales que subyacen en la préctica totalidad de las aplicaciones. En
esta seccion consideramos sondas sistematicas de base acotada, mientras que
en §4 consideramos sondas sistematicas de subespacios lineales.

3.1 TEOREMA DE SANTALO

Consideremos el esquema introducido en §6.4: La subvariedad acotada
moévil Tp g de dimensién r, (ilustrada por un rectangulo en la Fig. 7) juega el
papel de sonda base, mientras que la subvariedad acotada fija Y de dimensién
q,(¢=0,1,....,n,7 =n—qg,n—g+1,...,n), tiene una medida v, (Y) desconocida
que es el objetivo de la estimacion.

Tx,t
T K:lﬂl
0, 76,0 x
0 t
T »
0.2 Yo,
Figura 7

Consideremos ademds una funcién f : Y N7T,; — R* invariante con
respecto al grupo especial de movimientos G, (es decir f(X) = f (9X) para
toda subvariedad acotada X C Ry g € G,), y tal que f () = 0. Una integral
candidata para resolver el problema es

L= /G F (Y N gToo) (dg)

- / o) (d8) / F (YN Ta) v (da),
Galo] Y&To,e

donde la notacion viene explicada en la Fig. 7 y en §8. Sin embargo, el elemento
natural de probabilidad invariante (6.31) que gobierna a la sonda T o cortando
a Y es incémodo de manejar porque la integral de normalizacién depende de
Y, (el problema aqui es andlogo al planteado por la Ec. (2.4)).

(3.1)
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La alternativa que abre el camino a las aplicaciones se basa en una cons-
truccién que Santald (1940) llamé red uniforme (‘lattice of domains’), (Figs.
1y 8), y cuyas propiedades se dedicé a pulir (al parecer sin sospechar su
transcendencia préctica) a lo largo de varias décadas. La construccién es como
sigue.

Tx,t
Jo. 7
10,0 —
0 ///
2 d,
X+T,,,t
1 1
x+Tk’t i
| A
Jk,ﬂ x,t
Figura 8

(i). Elegimos una ‘loseta fundamental’ para R™, es decir un subconjunto
acotado Jpo C R" con un punto asociado que suponemos situado en el
origen, que posibilite una particiéon {Jy o, k € Z} de R", (por ejemplo,
en la Fig. 8 la loseta fundamental es el rectdngulo de mayor tamano).
Las condiciones son,

R" = ko, JroNJio=0, k#1,
kEZ (3.2)

Je0 = Joo + ko, kE€Z,

donde —7y o es una translaciéon que lleva a Ji o a coincidir con Jy o y deja
la particién invariante para cada k € Z.

(ii). Elegimos una sonda bésica Tj o de dimensién r que pueda incluirse en
la loseta fundamental, es decir, Ty g C Jo . Aunque no es necesario para
la estimacion insesgada, para la estimacién consistente es conveniente
suponer que Ty es una ‘retraccién reticular’ (‘lattice retract’) de Jo,
véase Gual-Arnau & Cruz-Orive (1996). El sistema

AO,O = {TTk,Ovo’ ke Z}, (33)
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es una red uniforme de sonda bésica Tp .

A continuacién describimos cémo se aplica un movimiento g = (z,t)
(segun la notacién introducida en §6.4) a la red Ag g, es decir, como se aplica
la transformacién

ghoo = Ayt (3.4)

En primer lugar giramos la particiéon {Jj o, k € Z} aplicando a Jy o una rota-
cién ¢ € Gjo) alrededor del origen cuya imagen es Jo, (Fig. 8), y generamos
la correspondiente particién (ya girada) {Ji, k € Z} de R™. Ahora,

Jit = Jog + 7t kEZ, (3.5)

donde —7y; lleva a Ji; a coincidir con Jp; dejando invariante la particién
girada para cada k € Z. A continuacién elegimos un punto x € Jo4, con lo
cual,

Az,t = {Tx+7k7t,t’ ke Z} , T € JO,ta te Gn[O}’ (36)

es la transformacion buscada.
Consideremos ahora la integral

L= /G g (a /J TN Aw) v (). (3.7)

Para el ejemplo de la Fig. 8 el integrando es una funcién invariante de la
interseccién gris oscura entre la figura Y y el sistema de sondas; la integral se
extiende a x variando en el interior de Jo4, y 0 <t < 2.

TEOREMA DE SANTALO. Las integrales (3.1) y (3.7) coinciden, es decir,

I = I (3.8)

Demostracion. Recordando la invarianza de f obtenemos,

L = / o] (dt) fY NTyy) vy (dz)
Ghulo] Rn
:/ po) @AY [ f(Y N Tey) v (da)
n[o] keZ ch t
B / ppo) (dt) Z/ (Y N Toiry ) v (d (2 4 7hy)) (3:9)
Grlo] kez ” Jo.t
_ / po @) [ £V 0 M) v (da)
Ghulo] Jo,t
= I.
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NoTA.  En Santal6 (1976) la definicién de I se basa en que Ay permanece
fija, y es la figura Y la que se mueve con un punto asociado x € Joo y un
giro t € G|, mientras que aqui hemos supuesto que Y es fija y Ag o se mueve
transformandose en A, ;. Este tltimo método parece mas artificial; sin embargo
cuando se analiza una imagen Y al microscopio ésta suele mantenerse fija,
mientras que A, ; se puede generar facilmente con ayuda de software especial.

3.2 MUESTREO DIRECTO (‘FRACCIONADOR’) Y METODO DE LA RAZON

El teorema de Santalé cobra sentido estadistico cuando los pardametros
(x,t) de la red A, ; se muestrean segin el elemento de probabilidad

fyo) (dt) vy (dz)

]:[D =
(e, dt) = 5 501 om (Jog)

tc Gn[O}v HAS JQJ, (310)

sugerido por la integral I, que es mucho més sencillo y ventajoso que el (6.31).
Es decir, primero se somete la red a un giro ¢ isétropo segun (6.30), y luego,
independientemente, se traslada por un punto aleatorio uniforme x en Jy ;. El
resultado A, ;, véase (3.6), es una sonda sistemética (isétropa y uniforme) de
base acotada Tp .

En la practica, el teorema de Santald y el elemento de probabilidad (3.10)
se explotan eligiendo f = v44,—p. Por definicién

I
On—10p—2---O1 - vy, (Jo o)’

Evyir—n (Y N Agy) = (3.11)

y como Iy = I; y la integral I; viene dada por la férmula de Crofton (6.32),
se obtiene

OqOr 149 (J070)

V) = )
VQ( ) OanJrrfn Up (TO,O)

. EVq+r_n (Y N Aﬂ?,t) y (312)

que permite estimar v,(Y) de wuna manera directa observando
Vgtr—n (Y N A:) (por ejemplo el area gris oscura en la Fig. 8) y multi-
plicando este estadistico por una constante conocida y por el periodo de
muestreo conocido vy, (Joo) /vr (To,0). Notese que la introduccién de la
sonda sistemdatica otorga al método una gran ventaja practica sobre los
sugeridos por identidades como (6.15) o (6.19). El método es un caso especial
del ‘fraccionador’, véase por ejemplo Gundersen (1986, 2002), Ogbuihi &
Cruz-Orive (1990), Cruz-Orive (1990).

A menudo la subvariedad Y = Y, estd incluida en un subconjunto de
referencia X, es decir Y, C X,, C R”, y ademds vy ,—p (Y NAy) no se
puede observar directamente y se requiere aumentar las secciones al micros-
copio. En este caso, en una primera etapa se muestrean bloques sistematicos
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n-dimensionales de X,, —lo suficientemente pequenos como para poder obser-
var sus secciones al aumento requerido sin problemas— utilizando una son-
da sistematica de orientacién arbitraria (tomamos t = 0) con base Ty,
dim (Tp0) = n, (Fig. 13c). Con esto podemos escribir la identidad

Vg (Y;J) =Uln (Xn) : Rq,m (3.13)

en la que se basa el método de la razén. Aplicando (3.12) sucesivamente a Y,
y a X, y dividiendo miembro a miembro, la razén R, se puede expresar

v (Yy) ~ Eyy (YoNAzo)

Fgn =7 (X) ~ Evn (XN Ago)

(3.14)

y se puede estimar a partir de la muestra sistematica de bloques
{Xn N Ty, 00, k€ Z} (con z uniforme aleatorio en Jyo) mediante etapas
posteriores de muestreo sistematico, como veremos en §5. A su vez, el volu-
men de referencia v, (X,,) se puede estimar independientemente por el método
de Cavalieri (§4.2).

4 SONDAS SISTEMATICAS DE 7-PLANOS

En Estereologia por disenio la primera etapa del muestreo (destinada a es-
timar v, (X,,) en la relacién (3.13)) suele consistir en seccionar el subconjunto
de referencia X,, en rodajas mediante hiperplanos de corte L, 1. La teoria
revisada en §6.3 corresponde estrictamente a r-planos IUR e independientes
cortando a X,. En la practica esto seria factible para una sola replicacion,
pues una segunda requeriria reunir los fragmentos producidos por la primera.
Un disefio comodo, ampliamente utilizado, es el de cortes paralelos —es decir,
no independientes— lo que implica utilizar sondas sisteméaticas de r-planos a
intervalos regulares (Fig. 5b y 11a). El objeto de esta seccién es desarrollar
este importante concepto.

4.1 ADAPTACION DEL TEOREMA DE SANTALO

En esta seccion conviene adaptar ligeramente la notaciéon clasica adoptada
en §6.1. Asi pues, un r-plano L, se denotard L, , ¢, donde z = L, , N Ly 0+ €S
el punto de interseccion del rplano con su complemento ortogonal, es decir con
el (n — r)-subespacio ortogonal L, ¢ = L;,_,[, mientras que ¢ representa
su direccién (Fig. 9). Por lo tanto, L, ,; = Ly o+ + 2. La densidad invariante
(6.2) para r-planos se puede escribir

AL, .t =Vp—r (d2) Adt, 2€ Lp_yot t € Grpy. (4.1)

Para construir una sonda sistemética de r-planos:
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(i)

(iii)
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Figura 9

. Generamos una orientacién aleatoria isétropa —es decir, con el elemento

de probabilidad (6.3)— para la direccién t € G, ,—, del (n — r)-subespacio

n—r,0,t-

. En dicho subespacio elegimos una loseta fundamental Jo; C Ly—r0;¢

de dimensién dim (Jp¢) = n — r, con orientacién arbitraria dentro del
subespacio, y congruente con una loseta fija Jy para todo t, (Fig.12).
Con ella construimos la correspondiente particién {Jj ¢, k € Z}, donde
Jit = Jog + Tht, Y —Tkt €s una translacion que lleva Ji; a coincidir
con Jo; dejando la particién invariante para cada k € Z y para cada
teGrp_r-

. Generamos un punto aleatorio uniforme z en Jy; e independiente de ¢.

El sistema
Az,t = {Lr,z+rk’t,t, ke Z} ) (42)
con elemento de probabilidad

dt Up—r (d2)
/ dt Un—r (JO) ’
Gr,nf'r

es una sonda sistemédtica de r-planos con periodo vy, (Jo) = vy—p.

P (dz,dt) = z € Jot, t € Grpr, (4.3)

Consideremos ahora una subvariedad acotada fija Y C R™ de dimensién g,

cuyo contenido v4 (Y) es desconocido. La integral de Crofton (6.14) se puede
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escribir

Il = / dt/ qurr*’fL (Y m LT‘,Z,t) anfr (dZ)
rn—r Ln—r,O,t

= / ey / Vgrr—n (Y 0 Ly g) Vn—r (dz2)
Gr,n—r Jk,t

keZ
4.4
= / dt Z/ qurT'*’f'L (Y m Lrvz+7k:,t7t) Z/nfr (dz) ( )
Gr,n—r kEZ JO,t
= / dt / Vgtr—n (Y OAL 1) vp—r (d2)
Gr,nf'r JO,t
= 127

que viene a ser una adaptacién del teorema de Santal6 para el caso de r-planos
en lugar de sondas acotadas. Por lo tanto, para estimar v, (Y) cortamos Y con
la sonda de r-planos (4.2), (r =n—gq, n—q+1,...,n). Por definicién, el valor
medio del contenido de la interseccién con respecto al elemento de probabilidad
(4.3) es

I

( / dLr[0]> Vn—r (Jo)
Gr,n r

El/q+r_n (Y N Az,t) =

(4.5)

y acabamos de demostrar que I, = I1. A su vez, I; viene dada por la férmula
de Crofton (6.14) con lo cual obtenemos

0,0,

VQ(Y):OO+
nYqg+r—n

*Un—p (J()) . EVq+T_n (Y N AZ,t) , (46)
que viene a ser la férmula dual de la (3.12) para sondas de r-planos.

4.2 ESTIMADORES DE CAVALIERI Y DEL ‘FAKIR’

Las sondas de r-planos més comunes son la de rectas paralelas en R2,
(considerada en §1.3 en el contexto de la aguja de Buffon), y la de planos
paralelos en R3, o sonda de Cavalieri, llamada asi en honor del matematico
italiano Bonaventura Cavalieri (1598-1647), (Fig. 10), discipulo de Galileo.
Como se explica en Cruz-Orive (1987a), el significado del trabajo de Cavalieri
en la Estereologia moderna es relevante porque su famoso teorema no se refiere
a objetos geométricos especiales, sino a sélidos de forma arbitraria.

En general, una sonda de Cavalieri en R™ consta de hiperplanos paralelos
(r = n — 1) a una distancia constante vy (Jp) = v;. En particular, poniendo
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q = n en (4.6) el volumen requerido en el segundo miembro de la identidad
(3.13) se expresa

dz
Vp, (X) =wv1 - Evp_q (X N AZ70) , ]P’(dz) = 1(0701} (2) 2}_1 (47)
Por ejemplo, en R? el estimador de Cavalieri, (Fig.11),
D3 (X) =v1 Y w2 (XN Lotk 0) (4.8)

keZ

es insesgado para el volumen de X. La prediccién de la varianza de v3 (X)

Bonaventura Cavalieri Principio de Cavalieri (1635)

Figura 10

a partir de una sola muestra de secciones {vo (X N Ly ;4k0,0), k € Z} es un
problema dificil que se ha estudiado en detalle (véanse las referencias en §1.4,
(vii)).

Otra sonda de interés en R3 es la del ‘fakir’ (en alusién a la clésica cama
de agujas del fakir) que consta de rectas paralelas que emergen de una sonda
sistemdtica de puntos en un plano normal a ellas. Para estimar un volumen con
la sonda uniforme del fakir se multiplica el drea de la loseta fundamental de
dicha sonda de puntos por la suma de las cuerdas interceptadas en el objeto
(Fig. 12). En Cruz-Orive (1993) se estudia la prediccién de la varianza de
este estimador. Para estimar la superficie del objeto mediante la Ec. (4.6) —
problema sugerido en la primera linea de la Introducciéon ...— es preciso que la
sonda sea uniforme e isétropa. No obstante, el disefio vertical es mas cémodo
para estimar la superficie de un objeto (Baddeley et al., 1986).

Por ultimo, otro caso particular importante de (4.6) —o también de (3.12)—
es la estimacién de un volumen mediante una sonda sistematica de puntos en
R3, (es decir, con r = 0). Cuando la sonda es ademds is6tropa, una prediccién
conocida de la varianza es la (2.13).
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Figura 11: Aplicacién del estimador de Cavalieri (4.8) a la estimacién del volumen del
cerebro humano (modificado a partir de McNulty et al., 2000, Fig. 2, con la asistencia
del Profesor Neil Roberts, Universidad de Liverpool).

Las sondas mencionadas, y muchas otras, son de interés creciente en la
Estereologia contemporanea basada en el rastreo no invasivo de objetos, véase
Cruz-Orive (1997) y Kubinovéd & Janacek (2001).

5 COMBINACION DE HERRAMIENTAS EN LA PRACTICA

Para ilustrar la utilidad de las ecuaciones citadas en este articulo describi-
mos brevemente un diseno tipico de Estereologia en Biociencias con referencia
a las Figs. 13 y 14.

Se trata de estimar el drea v5 (Y) de la superficie alveolar Y en el interior
de un l6bulo pulmonar X, (que suponemos de unos 5 cm de proyeccién lineal
maxima). Es decir, el esquema es Y C X C R3. Para observar Y es necesario
usar un aumento lineal final no inferior a 400x por lo cual un diseno viable es
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/\zt

>

Figura 12: Sonda del Fakir cortando un objeto.

el basado en un caso particular de la identidad (3.13),
va (V) =v3(X) - R, (5.1)

y el problema se reduce as estimar el volumen de X por un lado y la razén
Ry3 =12 (Y) /v3 (X) por otro.

Para estimar v3 (X) incluimos X en un medio sélido fécil de cortar (nor-
malmente agar), y cortamos el bloque en secciones alternativamente finas (al-
rededor de 1 mm) y gruesas (de unos 5 mm de espesor), (Fig. 13a). Los detalles
pueden verse por ejemplo en Michel & Cruz-Orive (1988). El mencionado vo-
lumen se estima por el método de Cavalieri (4.8) a partir de las secciones finas.
El area de cada seccién se estima a su vez mediante una sonda de puntos en
el plano como en la Fig. 6, (aqui se aplica (4.6) con n = ¢ =2, r = 0). Una
version actualizada de la prediccién de la precisién del estimador combinado
(secciones y puntos sistematicos) puede verse en Garcia-Finana et al. (2003).

Para estimar la razén Rp 3 primero cortamos bloques sistematicos a par-
tir de las secciones gruesas (Fig. 13c), basdandonos en la relacién (3.14). A
continuacién, cada bloque se incluye en un material adecuado (metacrilato, o
bien alguna resina especial) utilizando moldes de forma esférica (Nyengaard &
Gundersen, 1992), lo cual facilita cortes sisteméaticos IUR mediante una sonda
de planos paralelos, (Fig. 13d) — en el laboratorio esta operacién se realiza con
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+++ +++

(@) (e %

Figura 13: Ejemplo de aplicacién de la teorfa revisada en este articulo para estimar
el area de una superficie (en R3) en el interior del objeto en (a), la cual necesita un
aumento importante al microscopio para ser observada (véase §5).

un microtomo especial. El estimador de Ry 3 se basa en aplicar (4.6) sucesiva-
mente a Y y a X con r = 2, y dividir miembro a miembro. Formalmente la
ecuacién resultante es similar a la ecuacién fundamental (6.19), pero el disefio
es sistematico, de manera que hay que substituir Lo por el sistema de planos
paralelos A, ;. Asi pues, para cada bloque,

Ry — 0,05 Einq (Y N Azﬂg)
>3 7 030, By (X NAgy)
Evq (Y N A%t)

"Evy (X N Agy)

(5.2)

4
™
4
— - Ry 9,
™
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donde R 3 es la razén de la longitud total media de las curvas de interseccién
entre la superficie alveolar en el bloque y los planos de seccién, dividida por
el drea total media de pulmén en las mismas secciones.

A su vez, para estimar R » es a menudo necesario volver a aplicar muestreo
sistemdtico en cada seccién (esta vez de campos de visién o micrografias, pues
estamos en R?, Fig. 13e), otra vez en la linea de la Ec. (3.14). Por 1iltimo,
sobre cada micrografia se aplica una sonda combinada de segmentos de recta,
que denotaremos A(M) (para contar intersecciones con las secciones curvilineas
superficie alveolar Y1) y de puntos, que denotaremos A© (para contarlos sobre
las secciones de pulmén X5 en la misma micrografia), véanse Fig. 13f y Fig. 14.
En virtud del procedimiento ilustrado en la Fig. 13d, la sonda de la Fig. 13f es
IUR relativa al objeto aunque su posicién absoluta sea arbitraria (horizontal).
Aplicando la Ec. (3.12) sucesivamente a la seccién de Y conn =2, ¢ =r =1,
y a la seccion de X con n = g = 2, r = 0, y dividiendo miembro a miembro,
obtenemos,

w(T®)  Eyy (YinAW)
(T Eup (XN AD)

(5.3)

)

™

Por ejemplo en las Figs. 13f y 14, vg (T(O))/V1 (T(l)) = p/l = 1/I, porque cada
segmento de recta de longitud conocida [ (a la escala del pulmén, es decir,
corregida por el aumento) lleva asociado p = 1 punto de sonda en su extremo
izquierdo. La substitucién de (5.3) en (5.2) sugiere el siguiente estimador,

~ P I
_o. 0 2L 4
Rog=2-L ZZP, (5.4)

donde los sumatorios se extienden al total de micrografias obtenidas en todas
las secciones de todos los bloques de todas las rodajas gruesas muestreadas
del 16bulo pulmonar —es decir, se trata en realidad de sumas cuddruples. El
simbolo I es equivalente a v (+) en el numerador de (5.3), es decir el nimero
de intersecciones entre la superficie alveolar y los segmentos de sonda en una
micrograffa, mientras que P es equivalente a v (-) en el denominador de (5.3),
es decir el nimero de puntos de sonda contados en el pulmén en la misma
micrografia.

El procedimiento descrito se implementa en los laboratorios especializados
de una manera rutinaria (Weibel, 1979). En la parte estadistica —por ejemplo
en la construccién de estimadores 6ptimos alternativos al (5.4) (que es el esti-
mador clésico de la razén, véase por ejemplo Cochran, 1977), y en la estimacién
de su error— queda mucho trabajo por hacer que dista de ser trivial, como el
lector podra facilmente apreciar.
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Figura 14: Micrografia de una seccién de parénquima pulmonar (de unas 0.07 pm de
espesor, para microscopia electrénica) andloga a la Fig. 13f. Se ha superpuesto una
sonda sistematica de lineas y puntos de prueba para estimar la razén de superficie
alveolar al volumen del pulmén mediante conteo de intersecciones con la superficie
alveolar, y de puntos en el total del pulmén. En humanos la superficie alveolar total
media es de alrededor de 120 m?(equivalente al drea de una pista de tenis). La seccién
procede del estudio Cruz-Orive & Weibel (1981).

6 APENDICE

6.1 DENSIDADES Y ELEMENTOS DE PROBABILIDAD INVARIANTES PARA 71—
SUBESPACIOS Y -PLANOS

Sean (x1,x2,...,x,) las coordenadas cartesianas de un punto en R™. Los
conceptos de recta y plano vienen generalizados por el de subespacio afin o
r-plano L,, definido por n — r ecuaciones lineales independientes de la forma

Yom gz =pj, j=1,2,... ,n—r, donde las a;; y p; son constantes. Un
r-subespacio L,[o) es un subespacio afin que pasa por el origen, dado por n —r
ecuaciones lineales sin término independiente de la forma > 7 | a;jz; = 0.

Nétese que L, es una translacion de un r-subespacio paralelo L,[g a lo largo
de su complemento ortogonal L,, .. Es decir, L, = L,[g + 2, donde z = L, N
L,,_,[g] es el punto de interseccién del r-plano con su complemento ortogonal.

El espacio G.,,—, de todos los msubespacios no orientados Lr[o] sobre los
que actia el grupo de rotaciones de R se llama el Grassmaniano (‘Grassmann
manifold’). La expresién de la densidad invariante dL,[o) en este espacio viene
dada en Santalé (1976, Ec. (12.27), (12.34)). Existe una correspondencia 1-1
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entre L,[g] y su complemento ortogonal L, [, de manera que
dLr[O] = dLnfr[O]v r= 0, 1, ey T (61)
La densidad invariante para rplanos es
dL, = vy (d2) A dLn_T[O], r=0,1,...,n, (6.2)

es decir el producto del elemento de volumen en el complemento ortogonal de
L, (responsable de la posicién de L,), por la densidad invariante que acabamos
de ver para dicho complemento, (responsable de la orientacién de L,).

Para construir un elemento de probabilidad invariante basta con dividir
la correspondiente densidad invariante por la integral de dicha densidad ex-
tendida al espacio muestral. Para r-subespacios escribiremos,

dt

[
Gmn—r

(en este articulo P (d-) denota la probabilidad de que una variable aleatoria
continua tome un valor en un entorno infinitesimal —por ejemplo, para una
variable aleatoria unidimensional continua X el elemento de probabilidad es
P(dz) =P (z < X <z + dx)). El denominador de (6.3) es la medida total del
Grassmaniano,

(/ &z/' dum:O”“%””(%%,r:Qywm (6.4)
Gnn—r G

P (dt) = Lt € Grnor (6.3)

Or-10,_2---Og

rn—r

donde

k
2n 2

J2r1
(&)

Op = . k=0,1,....n, (6.5)

es el drea de la esfera unidad A-dimensional, (Og = 2, O; = 27, Oy = 4, ...).
Por ejemplo, en R? el elemento de probabilidad para una recta no orientada
que puede girar un angulo ¢ alrededor de un punto fijo es

1
P(dg) = —dp, (0<p<m). (6.6)
Para una recta ansloga en R3,

P(dgb,d@):%-sinqdequ, (0<é<2m 0<0<r/2), (6.7)
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donde (¢, ) son las coordenadas esféricas de la direccién de la recta. Para un
plano que puede girar alrededor de un punto fijo el elemento de probabilidad
es el mismo porque a cada plano que contiene un punto fijo le corresponde
una recta normal por dicho punto, y viceversa, (Ec. (6.1)).

Para r-planos es necesario elegir un espacio muestral de medida acotada,
porque la integral de v, (dz) extendida a z € L,_,g no estd acotada. En
las aplicaciones es 1til el elemento de probabilidad para rplanos que cortan a
un subconjunto fijo Y C R™ de dimensién n. La integral de normalizacién es

/YmLHé@ = (/cr,nrdt> /G H /Y o (6.8)
— </G ) dt)EVnr(Y;f/)’ |

donde Yt/ representa la proyeccién ortogonal de Y, (es decir, la unién de las
proyecciones ortogonales de todos los puntos de Y), sobre el complemento
ortogonal L, [ de orientacién dada ¢, y Ev,_»(Y;) es el valor medio (con

respecto a P (dt)) de su volumen (n —r)—dimensional. Con este resultado
el elememto de probabilidad para un rplano aleatorio isétropo y uniforme
cortando a Y, (‘IUR’, ‘isotropic uniform random’, un término introducido por
R.E. Miles), es,

Un—p (dz) dt

( / dt) Evp,—(Y})
Gr,n—r

en el recinto {(z,t): L, NY # 0}, y cero fuera de él.
El elemento de probabilidad anterior se debe interpretar como condicional
al suceso L, NY # (), que llamaremos ‘7’. Una descomposicién instructiva es,

(6.9)

P(dz,dt) =

P (dz,de| 1) = P (dt] 1) - P (d2|dt, 1),
anr(y;,/) P (dt)

EVn—T(Y;/) 7
_ VUn—r (dZ) ’
T () T

]P}(dt‘ T) = € GT’,TL—T’v

(6.10)

P (dz]dt, 1)

donde P (+]-) denota probabilidad condicional. La interpretacién de la segunda
Ec. (6.10) es: En el conjunto de todos los r-planos que sabemos cortan a Y,
la orientacién ¢ de uno cualquiera de ellos no es isétropa, sino proporcional al
contenido de Yt/. En el ejemplo de la aguja de Buffon (Fig. 3b) el elemento
de probabilidad de las rectas que cortan al circulo es (6.6), pero el de las que
cortan a la aguja es proporcional al seno del angulo que forma la recta con la



498 LA COLUMNA DE MATEMATICA COMPUTACIONAL

aguja. La interpretacion de la tercera Ec. (6.10) es: Dada una orientacién cual-
quiera t, la posicién de un rplano con dicha orientacién es uniforme aleatoria
sobre Yt/.

El caso n = 3, r = 2 se describe en detalle en el articulo fundamental,
Miles & Davy (1976).

6.2 FUNCIONALES DE MINKOWSKI

La expresion (6.8) tiene una interpretacién interesante cuando el subcon-
junto de interés es convexo, K C R™. En este caso la cantidad

by, '
Wy (K) = " - Bwy -y (K, (6.11)
donde
19) 5
b= bl T 19 6.12

es el volumen de la bola unidad A-dimensional (b; = 2, by = 7, by = 47/3, ...),
se conoce como Quermassintegral (del alemdn ‘Querschnitt’, seccién), me-
dida seccional media, o funcional de Minkowski. Se trata simplemente de
una cantidad proporcional a la medida invariante de rplanos que cortan a
un cuerpo convexo. En particular, Wy (K) = v, (K) es el volumen de K,
W1 (K) = n~tv,_1 (0K) es proporcional a la superficie de K, W,,_1 (K) =
(bp/b1) - Evi(K;) es proporcional a la proyecccién lineal media (o calibre me-
dio) de K, y W,, (K) = b,,.

Si un subconjunto no convexo Y se puede considerar como una union finita
de cuerpos convexos — es decir, si Y pertenece al ‘anillo convexo’ (Hadwiger,
1957; Schneider, 1993) — entonces los funcionales de Minkowski se pueden
generalizar poniendo

W (Y) = b / P (dt) / card (Y N (Lyo) + 2)) Vn—r (d2)
Grin—r Ln—r[o]

bn—r

) (6.13)
:bn‘E%ﬂﬂﬁ,

donde Y;/ ahora representa la proyeccién ortogonal total de Y, (es decir, inclu-
yendo multiplicidades), sobre el complemento ortogonal L,,_,[g de orientacién

dada t, y Ev,_.(Y;) es el valor medio de su contenido (n — r) — dimensional
total. Por ejemplo la proyeccién de la letra A sobre un eje vertical es su altura,
mientras que su proyeccién total, en el presente sentido, es dos veces su altura.

Con la definicién precedente siguen valiendo para Y las equivalencias da-
das més arriba (si bien, por ejemplo W,,_1 (Y) es proporcional al valor medio
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de la proyeccién lineal total de Y, y no a su calibre medio en general, como
acabamos de ilustrar). Con todo ello, el concepto de funcional de Minkowski,
generalizado o no, no es de mucha utilidad en Estereologia (nétese que no
ha sido necesario utilizarlo en §6.1, ni lo volveremos a utilizar), y lo hemos
descrito sélo porque es un concepto clave en Geometria Integral.

6.3 ECUACIONES CLASICAS DE LA ESTEREOLOGIA

Consideremos una subvariedad acotada Y, C R"™ de dimensién ¢, ¢ =
0,1,...,n, cuyo contenido v, (Y;) es desconocido. Para estimar v, (Y;) propo-
nemos cortar Y, por un r-plano aleatorio isétropo y uniforme (‘IUR’) L,,
r=n-—q,n—q+1,..,ny medir la interseccion.

La herramienta que resuelve el problema es la formula de Crofton para
r-planos,

OnOgir—n
/ Vatr—n (Yo N Ly) ALy = (/ dt) ﬁ vg (Ye), (6.14)
quL’F#@ Gr,n—r q~'r

si bien este resultado (del cual la Ec. (2.3) es un caso particular) no sugiere
un método claro de muestreo. Aqui podemos utilizar los dos métodos que
describimos a continuacién.

METODO DEL CONVEXO DE REFERENCIA Consideramos un subconjunto con-
vexo conocido de referencia K C R" tal que K D Y, y cortamos K por el
r-plano IUR L,. Recordando el elemento de probabilidad (6.9) para L, con K
en lugar de Y, (del cual Ec. (2.5) es un caso particular), y usando Ec. (6.14)
obtenemos,

0,0,

ve (Yy) = W(Eyn—r(f(;z—r)) Evgir—n (YgN Ly). (6.15)
nYq+r—n

El estadistico relevante, observable en secciones, es vgyr—p (Y, N L;), pero sub-
sisten algunos problemas précticos: Aunque conozcamos el subconjunto de re-
. ., . / ,
ferencia K y podamos calcular su proyeccién media Ev,,_,(K,,_,), no estd
claro como muestrear correctamente L, cortando a K. Sig=nyr = 0 el
muestreo es sencillo tomando un hipercubo de referencia, como ya vimos en
62.1. Sig<mn,r <nyq+r > n,entonces una elecciéon adecuada para K es la
. . . !/
bola unidad n-dimensional B,,, para la cual Ev,,_,.(B,,_,) = b,—,. Con todo,
este método es de caracter mas didactico que practico, si bien puede ser ttil
en experimentos de simulacién.

METODO DE LA RAZON  Consideramos una segunda subvariedad acotada X C
R™ de dimensién s, y suponemos que su contenido v, (X;) es conocido. La idea
consiste en estimar v, (Y;) mediante la identidad

Vg (Y;J) = Vs (Xs) : Rq,& (6.16)
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y el problema se reduce a estimar la razén

vy (Yy)

Rf],s - ” (Xs) .

(6.17)

Suponemos que Y; y X, estan espacialmente préximos o relacionados. Para
facilitar el muestreo es conveniente incluir la unién de ambas subvariedades,
Y, U X, en la bola unidad n-dimensional B,,. Generamos un r-plano IUR
L, cortando a B,,. Utilizando la Ec. (6.15) para Y, y para X,, y dividiendo
miembro a miembro, obtenemos

Rq73 — OqOS+T_n . EVQ+T_n (Yq m LT) , (6.18)
OsOq+r—n El/s-l—r—n (Xs N Lr)

donde las E (+) corresponden al elemento de probabilidad de L, cortando a B,,.

En la préactica sélo se suele considerar el caso s = n, y ademas X,, D Y,
de manera que el objeto a estudiar es por ejemplo pulmén X3, (véase §5) del
cual se desea estimar el area total vy (Y2) de la superficie alveolar Yo C X3.
Ejemplos de este tipo de esquema pueden verse en Cruz-Orive & Weibel (1981).
La idea de incluir X,, en la n-bola B,, es méas didactica que practica, pero de
momento conviene preservarla para recordar que L, es IUR cortando a X,.
La expresion (6.18) se reduce a

R =" (Yg) _ 040r  Evgyrn (YgN Ly)
O vy (Xn)  OnOgir—n  Evp (X,NL)

(6.19)

la cual encapsula las llamadas ecuaciones fundamentales de la Estereologia
como casos particulares (Miles & Davy, 1976; Weibel, 1979, 1980). Versiones
basicamente equivalentes a (6.19) pueden encontrarse en Miles (1972), Davy
& Miles (1977) y Davy (1978). Las siguientes notas son oportunas.

(a). En Biologfa la razén (6.19) es un vehiculo para estimar v, (Y;) mediante
la identidad (6.16). Sin embargo, en Ciencias de Materiales dicha razén
suele ser el objeto del estudio.

(b). Una ventaja del método de la razén es que la estimacién de R, ,, se basa
sélo en las cantidades vgi,—pn (YN L) y vp (X;, N L,), observables en
una misma seccién. Ademds, si ambas cantidades estan correlacionadas
positivamente, como es normalmente el caso, cuanto mayor sea dicha
correlaciéon menor serd la varianza del estimador de R ,,.

(c). El volumen pivote v, (X;,) se suele estimar independientemente de R,
mediante el método de Cavalieri (§4.2).

(d). La equivalencia formal entre (6.19) y (6.15) se revela teniendo en cuenta
el resultado de tipo Cavalieri v, (X,,) = Eyn_r(X;l_T) -Ev, (X, N L,).
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(e). Cuando g = 0, es decir cuando la subvariedad de interés es un conjunto
de puntos o particulas y el pardmetro de interés es su numero vg (Yp),
entonces hay que tomar r = n. Una sonda adecuada para intersectar
al subconjunto de referencia X,, O Y es la hiperldmina (‘hyperslab’)
L, (h), definida como la porcién espacio comprendida entre dos hiper-
planos paralelos a una distancia fija h > 0 (por ejemplo L; (h) es una
banda de anchura h en R?). La densidad invariante de L, _1 (k) es la
misma que la de una de sus caras, es decir, dL,,—; (h) = dL,,—1, pero
el elemento de probabilidad de una hiperlamina IUR cortando a X,,, es
decir

dLnfl

, (6.20)

/ AL,
XnﬁLnfl(h);ﬁ(Z)

no es el mismo que para un hiperplano porque la constante de normali-

zacion es diferente. Aqui la herramienta clave es la férmula de Crofton

para hiperldminas,

1
/ vg(YoN Ly) dLy (h) = zOp—1 - h-vy(Yy), (6.21)
YyNLn—1(h)#0 2

con la cual obtenemos
) EZ/O (Yb NLy,_1 (h))
Ev, (Xp N Ly—1(h))

El denominador del segundo miembro en la precedente relacién es un vo-
lumen, que a su vez se puede reducir utilizando Ec. (6.14) obteniéndose,

) Evg (Yb NLy,_1 (h))
h-Ev,_1 (Xn N Lnfl)’

donde las E(-) corresponden a la medida de probabilidad (6.20). La
ecuacién precedente es la identidad del disector, herramienta de gran
importancia en la Estereologia de los ultimos veinte afios para contar
células o particulas de forma arbitraria. Los detalles practicos del disec-
tor no se completaron hasta la publicacién del articulo Sterio (1984),
(D.C. Sterio —un seudénimo utilizado por H.J.G. Gundersen en esa oca-
siébn— es un acrénimo de “disector”). Hasta esa época el problema de
contar particulas se abordaba utilizando sondas de dimensién inferior
a n, con lo cual era imperativo introducir restricciones no realistas so-
bre la forma de las particulas (esfericidad, etc.). El ‘problema del queso
suizo’ (estimar el nimero de agujeros ‘esféricos’ en el mismo mediante
cortes planos), inspirado por los notables trabajos de Wicksell (1925,
26), gener6 —y en cierta medida sigue generando— una ingente cantidad
de literatura durante muchas décadas (véase por ejemplo Cruz-Orive,
1983, y Ohser & Miicklich, 2000), hasta el punto de que ain se suele
asociar la Estereologia exclusivamente con dichos problemas.

140 (Yo) = Unp (Xn) (622)

vo (Yo) = v (X) (6.23)
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6.4 SUBVARIEDADES ACOTADAS: MEDIDA CINEMATICA

En §6.1 hemos tratado la densidad de medida invariante para r-planos,
(por ejemplo rectas en el plano). Aqui nos concentramos en la densidad inva-
riante para subconjuntos acotados (por ejemplo un segmento finito de recta
de longitud fija en el plano, un cubo de arista dada en el espacio, etc.)

Consideremos una subvariedad acotada T' C R™ de dimensién dim (') = r,
r =0,1,...,n. Para evitar problemas técnicos suponemos que 07T es continua
a trozos. Asociemos a 1" un punto x y un m-edro ortogonal centrado en x y
rigidamente ligado a T'. Aunque no es estrictamente necesario podemos supo-
ner que x € T

La posicién de T en R™ queda determinada por la de x mas una rotacién
compuesta del n-edro asociado. Llamemos G, al grupo especial de movimientos
en R™. La densidad invariante buscada es precisamente el elemento de volumen
de G,,, y se llama densidad cinemdtica de Blaschke-Santal6. Su expresion es

1 (dg) = v (dz) A pg (dt), g € G, (6.24)
donde:
vy, (dz): Elemento de volumen de R™ en z.

fz) (dt): Densidad del grupo especial de rotaciones alrededor del punto
z, actuando sobre el n-edro asociado a T', que denotamos G, y es

isomorfo de SO (n). Su expresién es:
Hiz] (dt) =duy_1 Aduy_osA--- Aduy, t€ Gn[:v}v (6.25)

donde duy, es el elemento de drea de la esfera unidad k-dimensional S¥,
y por tanto,

/ po) (dt) = On—10p—2 -~ O1. (6.26)
G

n[0]

Por ejemplo, para definir la densidad cinemética de una figura T en R?
consideramos un diedro x XY rigidamente asociado a T', con lo cual,

p(dg) = vo (dz) Adg, g€ Ga, z €R? ¢ €S, (6.27)

donde ¢ es el angulo que forma el semieje orientado X con un eje fijo. Para
una figura T en R? asociamos un triedro £ XY Z rigidamente a T, con lo cual,

1 (dg) = v3(dz) Asinfdedd Adr, g€ Gs, z € R3 (4,0) € S%, 7 €St
(6.28)

donde (¢,0) son las coordenadas polares de la direccién de zZ, y 7 es una
rotacién alrededor de zZ.
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La Ec. (6.24) sugiere que el movimiento g es la composicién de una
translacién del punto asociado x con una rotacién independiente alrededor
de x. La translacién queda descrita por n coordenadas, y la rotacién por
(n—1) 4 (n —2) + ... + 1 pardmetros adicionales, (véase (6.25)), de manera
que el nimero total de pardmetros necesarios para describir la posicién y la
orientacién de T' en R™ es n (n + 1) /2. Con lo antedicho podemos especificar
mejor la notacién. Denotaremos T ; a la figura T" con punto asociado x € R™
y orientacién t € Gy, con lo cual

Tx,t = gTovo, g € Gy. (629)

En virtud de (6.26), el elemento de probabilidad invariante para rotaciones
se puede escribir

fio) (dt)
Op-10p_2---Oy’

P(dt) = t e Gn[O}- (6.30)

Para construir un elemento de probabilidad inducido por la medida ci-
nematica es preciso considerar un espacio muestral acotado, pues la integral
de v, (dz) extendida a R™ no esta acotada. Andlogamente a (6.8) y (6.9) nos
interesa el elemento de probabilidad de una figura T} ; de dimensién r que sea
IUR cortando a una subvariedad acotada y fija Y C R™ de dimensién ¢, con
locual r € {n —gq,n —q+1,...,n}. Su expresién es

P (dz,dt) = 1 (dg)
/ p (dg)
YﬂgTo,o;ﬁ@

vp (dz) ) (d2)

[ oo [ )
Gn[O] YﬂTgc,ﬁé@
Vn (dx) o) (di)

/ Vn (Y ® TO,t) pyo] (dt)
Ghulo]

v (da) P(dt)
Ev, (Y s T07t> ’

(6.31)

donde ‘@’ denota la suma de Minkowski, véase §8 y Fig. 7 y la E(:) es con
respecto a rotaciones, (6.30). En general la integral de normalizacién en el
denominador de (6.31) es expresable en funcién de las Quermassintegrales
de Y y de T sélo si card (Y NgT) = 1 para todo g € G,, (la herramienta
es la férmula cinemédtica de Blaschke-Santalé, que omitimos por brevedad).
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Afortunadamente, en §3 queda claro que dicho calculo no es necesario en la
practica.

Como se comprueba en §3.2, una herramienta muy 1til en este contexto
es la formula de Crofton para figuras acotadas,

OnOnfl T OquJrrfn
040,

Vy (Y) Vr (TO,O) s
(6.32)

/ Vg+r—n (Y n gTO,O) p(dg) =

que complementa a la (6.14).
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Profesor José L. Fernandez Pérez, que en 1998 me ofrecia las paginas de LA
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reologia”. Consciente de la dificultad y responsabilidad de la tarea, el tiempo
fue pasando —por lo cual pido tardias disculpas— hasta que el Profesor Tomas
Recio Muniz, companero de departamento e involucrado en la edicién de LA
GACETA, me reiterd la invitacion en 2002. Mi motivacién ya habia recibido
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los anos y que fue para mi de inestimable valor. Recientemente la Catedra
Lluis Santalé de la Universidad de Gerona, a través de su Director el Profesor
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8 LI1STA DE SIMBOLOS

e A: Estimador de una cantidad fija A.

e 1y (z): Funcién indicador del subconjunto Y, es decir 1y (z) = 1siz € Y
yly (z) =0siz ¢Y.
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BUENOS AIRES, 7 de enero de 1972

Ing. LUIS M.CRUZ ORIVE
Department of Probability and Statistics
The University of

SHEFFIELD, S 3, 7RH

Inglaterra

Estimado Ingeniero:

Muchas gracias por su amable carta. Creo
efectivamente que vale la pena dedicarse a las probabilida-
des geométricas, sobre todo por sus aplicaciones a ciertas
ciencias (por ejemplo ultimamente resulta que tienen aplica-

ion 1 ia este sentido los trabajos de

los altimos afies de R.E.Miles, creo que pueden interesale.

Por lo que a mi respecta, todo es ya un poco
antiguo y no se si le serfin de interés. De todos modes, por
correo ordinario le envio algunas separatas que tengo a ma-
no. E1 libro con Rey Pastor, Buenos Aires, 1951 hace tiem-
pe que estd agotado. Hay otro libro mio, también ya viejo,
Intorduction to Integral Geometry, publicade por Hermann,
Paris, et su coleccidn de Actualités Sc. et Industrielles.
Precisamente ahora parece que va a salir de manera mas comple-
ta por una editorial americana, pero no se todavia cuando,
pues se retrasan mucho.

En el niimero de marzo de la revista Applied
of Statistics, va a salir un trabajo mio en colabroacifén con
Yafiez, profesor en Madrid, sobre probabilidades geométricas
en el plano hiperbflico, pero esto es mas geometria que pro-
babilidad. De todos modos, si Usted vuelve a Madrid, y puede
conectarse con Yafiez (Facultad de Ciencias Exactas) posi=
blemente le sea Gtil, pues €1 estuvo medio afio en Buenos Aires
COMO profesor visitante y trabajamos 2&»vurias cosas.

Encantado de haber entrado en contacte con
Usted, Para cualquier cosa, disponga siemfpi.

[//y1‘(CL\/\/¢;:£24)’
Cochabamba 780 g e s

BUENOS ATRES, Argentina.-

Cordiales saludos

Figura 15

e A: Producto exterior (usado en formas diferenciales), véase por ejemplo
Santalé (1961).

e @: Suma de Minkowski o adiciéon de subconjuntos, es decir Y & T =
{y+x:yeY,xeT}paraY, T C R". Ellugar geométrico de los puntos
x tales que T, ; corta a Y es precisamente Y @ 1o, es decir, Y @ TO,t =
{z:YNT, #0}.

e B;: Bola unidad k-dimensional.

e by: Volumen de la bola unidad k-dimensional, Ec. (6.12).

e card (+): Cardinalidad, o nimero de partes separadas de que consta el

conjunto entre paréntesis.
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CV2(Z) = Var(Z) / (EZ)?, donde Z es una variable aleatoria.
AdY: Superficie del subconjunto Y.
dim (-): Dimensién de la subvariedad entre paréntesis.

[E (-): Valor medio o esperanza matematica de la variable aleatoria entre
paréntesis.

Gy n—r: Grassmaniano para r-subespacios no orientados en R".
Gy: Grupo especial de movimientos en R™.

G20 Grupo especial de rotaciones en R™ con un punto fijo z € R",
isomorfo del grupo SO (n).

I: Numero de intersecciones entre una sonda lineal o curvilinea (es decir,
de dimensién 1) y una subvariedad de dimensién n — 1 en R™.

Jo+: Loseta fundamental de una particién de R", con punto asociado en
el origen y orientacion ¢ € Gy

Az Sonda sistemética de base acotada (Ec. (3.6)), o de r-planos,
(Ec.(4.2)).

L,: Subespacio afin r~dimensional, o mplano en R", (§6.1).
L, jo): msubespacio, es decir r-plano que pasa por el origen, (86.1).

L, . Notacion alternativa a L, para especificar que el r~plano pasa por
el punto z y tiene orientacién ¢, (§4.1).

L,_1 (h): Hiperlamina de espesor h en R", (§6.3).
i (+): Medida cinematica, (§6.4).
2] (+): Medida invariante para rotaciones con un punto fijo z, (§6.4).

vk (+): Medida finita del contenido de una subvariedad acotada en R™.
Si ésta es un conjunto de puntos, entonces v () es su ndmero; vy, (+)
representa la medida de Lebesgue o volumen de un subconjunto de R"”,
yvp(+), E=1,2,...,n — 1, es la medida de Hausdorff (véase por ejem-
plo Jensen, 1998), (tal como la longitud de una curva, el drea de una
superficie, etc.)

O(): u= 0 (v), (“u es de orden v”) si u/v permanece acotado cuan-
do uy v dependen de un pardmetro que tiende a un limite concreto.
Conceptos relacionados son u = o (v), (“u es de orden inferior a v”) si
u/v — 0, y por ultimo, u ~ v si u/v — 1.
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Op: Area de la esfera unidad k-dimensional, (Ec. (6.5)).

P (-): Probabilidad del suceso entre paréntesis. En este articulo P (dz)
representa el elemento de probabilidad de una variable aleatoria, es decir
la probabilidad de que la variable aleatoria tome un valor en un entorno
infinitesimal del punto x.

P: Ntimero de puntos de una sonda que cortan a un subconjunto acotado.
R*: Espacio euclideo k-dimensional.

Ry ;: Razon de contenidos o medidas de dos subvariedades acotadas,
Rk,l =y (Yk) /l/l (Xl) , U (Xl) > 0.

S*: Esfera unidad k-dimensional.
T+ Translacién, véanse §3.1 y §4.1.

T, +: Sonda base con punto asociado z y orientacién ¢, (§3.1).

Tos: Simétrico de Tp; con respecto al origen, es decir, Tp; =
{—2: zeTyh,}.

Var (Z): Varianza de la variable aleatoria Z, es decir, Var(Z) =
E(Z —EZ)%.

X}, Yi: Subvariedades de dimension k& en R"™.

Y;/: Proyeccién ortogonal de un subconjunto Y C R™ sobre un (n — r)-
subespacio de orientacion t, (§6.1).

¢ (+): Funcién Zeta de Riemann.
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