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;. Qué es la Matematica Discreta?

En matematicas, “discreto” es lo contrario de “continuo”.

Continuo diSCI’etO
000000

“Matematica discreta” es casi sinonimo de “combinatoria”,
aunque lo primero es mas amplio que lo segundo.

La matematica discreta trata de numeros enteros,
conjuntos finitos, objetos geomeétricos discretos
(poliedros, complejos simpliciales,...)



La matematica discreta engloba: o

- combinatoria (“el arte de contar”)

- “geometria discreta” (poliedros, etc)

- teoria de grafos

- algebra discreta (grupos y cuerpos finitos, codigos
algebraicos,...)

- efc...

En esta charla nos fijamos en cuatro ejemplos:
(1) particiones de un numero.

(2) grafos Eulerianos y Hamiltonianos.

(3) empaquetando esferas que se besan.

(4) poliedros regulares.



¢, Es una disciplina nueva? :

Desde luego que no. Veremos varios ejemplos de
Teoremas de Matematica Discreta descubiertos por

Leonard Euler (1707-1783). Antes de Euler cabe citar
a Jakob Bernoulli, Abraham de Moivre, Blaise Pascal.

... pero la Matematica Discreta ha vivido un renacer
(¢ revolucion?) en el siglo XX, por dos razones:

-ha pasado de ser una mera “coleccion de problemas
sueltos y trucos de resolucion” a tener una estructura
definida y bien fundamentada (por ejemplo, con los
trabajos de G.C. Rota en los 1960’s.

- la Matematica Discreta es la parte de las matematicas
mas cercana a los ordenadores, y tiene una relacion
bidireccional con ellos: los ordenadores son discretos.



“... the recent development of combinatorics is o0
somewhat of a cinderella story: It used to be looked
down on by “mainstream” mathematicians as being
somehow less respectable than other areas, in
spite of many services rendered to both pure and
applied mathematics. Then along came the prince
of computer science with its many mathematical
problems and needs --- and it was combinatorics
that best fitted the glass slipper held out”.

A. Bjorner, R. P. Stanley, 1999

“El desarrollo reciente de la combinatoria es en cierto modo la historia de la
cenicienta: los matematicos ortodoxos la miraban por encima del hombro,
considerandola menos respetable que otras areas a pesar de sus muchos
servicios tanto a la matematica pura como aplicada. Pero entonces llego el
principe de la informatica con todos sus problemas y necesidades matema-
ticas, y la combinatoria fue a quien mejor le entraba el zapatito de cristal”.



(1) Particiones de un numero




Un poco de combinatoria

La combinatoria es el arte de contar o, para ser mas
precisos, el arte de decir cuantos objetos hay en un
cierto conjunto, o de cuantas maneras se puede
hacer algo, sin necesidad de contarlo explicitamente.



Por ejemplo, en un curso basico de combinatoria
se aprende que hay 13 983 816 de
combinaciones posibles en la loteria primitiva (el
“numero combinatorio 49 sobre 67).

... y también que ese mismo numero cuenta

las posibles maneras de ir desde el punto

(0,0) al punto (43,6) mediante caminos mondétonos
en la reticula de cuadrados de lado 1.




Particiones de un numero

Dado un numero natural n llamamos “particiones
de n” a todas las maneras de escribir n como
suma de numeros naturales. Por ejemplo:

hay 11 particiones del numero 6:

1+1+1+1+1+1

2+1+1+1+1 4+1+1
2+2+1+1 4+2
2+2+2 5+1
3+1+1+1 6
3+2+1

3+3




Euler, en 1740, demostro el siguiente

Teorema: para todo numero n, hay tantas
particiones de n en partes distintas como
particiones de n en partes impares.

Ejemplo: para n=9:

Distintas: Impares:

9 9

8+1 7+1+1

7+2 5+3+1

6+3 S+1+1+1+1
6+2+1 3+3+3

5+4 3+1+1+1+1+1+1

5+3+1 1+1+1+1+1+1+1+1+1




Demostracion: Para cada n, sea p,, el numero
de particiones de n. Llamamos funcién
generatriz de la sucesion (p,,) a la funcion:

P(x) = p,+ Py X+ Py X2+ Py X3+ py x4
Se tiene que:

P(x) =(1+ x+ x2+ x3*+ x* +....)
(1+ x2+ x4+ x6*+ x8 +...)
(1+ x3+ x6+ x3*+ x12 +_.)
(1+ x*+ x8+ x12++ x16 + )
(1+ x5+ x10+ x15++ x20 + )




Del mismo modo, la funcidon generatriz de las
particiones en partes impares e€s:

I(x) =(1+ x+ x2+ x3+ x4+ ....)
(1+ x3+ x6+ x3+ x12+..)
(1+ x5+ x10+ x15+ x20+ )
(1+ x"+ x14+ x21+ x28+ )

Y la de las particiones en partes distintas es:

D(x) =(1+ x)(1+ x)(1+ x3)(1+ x*)(1+ x°)




Se trata, por tanto, de ver que I(x) = D(x).
Eso es cierto porque:
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El teorema de Euler sobre particiones, aparte s
de su interes, ilustra el método de las funciones
generatrices en combinatoria enumerativa.

Es uno de los métodos mas usados hoy dia. El
principio basico es que a veces es mas facil
manipular la funcién generatriz “en global” que los
terminos de la sucesion a estudiar, individualizados.
(Ademas de que, por ejemplo, el analisis de los
ceros de la funcion generatriz da informacion muy
precisa sobre el comportamiento asintotico de la
sucesion a estudiar.

La teoria de particiones (de numeros, de conjuntos, de
dimension dos y superior) tiene relaciones con, por
ejemplo, representacion de grupos de Lie y con
mecanica estadistica.



Nota: existen demostraciones posteriores del
Teorema de Euler que dan una correspondencia
explicita y biyectiva entre “particiones impares” y
“particiones sin repeticion”. Por ejemplo, la
siguiente se debe a Sylvester:
-dada una particion en partes distintas,
descompongase cada parte como un numero
impar multiplicado por una potencia de dos (lo
cual se puede hacer de manera unica).
Sustituyase cada parte por el factor impar
repetido las veces que dice el factor potencia de
dos. Por ejempilo:
60=15 x 4 se sustituiria por “15+1515+15".
46=23 x 2 se sustituiria por “23+23"
8=1 x 8 se sustituiria por “1+1+1+1+1+1+1+1"




-dada una particion en partes impares, considerese | ee
un numero / y sea r la cantidad de veces que
aparece en la particion. Escribase r como suma de
potencias de dos distintas (lo cual se puede hacer
de manera unica, se trata de escribir r en base
dos). Agrupense las repeticiones de i/ en los grupos
marcados por las poten-cias de dos que aparecen.
Por ejemplo:

“5+5+5+5+5+5+ se sustituiria por “20+10”.

“1+1+1+1+1+1+1" se sustituiria por “4+2+1".

2T+27T+27+27+27+277 por “108 +54".

Se deja al lector comprobar que estas dos transformaciones
se deshacen la una a la otra y, por tanto, dan una biyeccidén
entre particiones impares y particiones sin repeticion.



(2) Grafos



Teoria de grafos

Junto con la combinatoria enumerativa es la otra gran
pata de la Matematica discreta.

Un grafo es un objeto combinatorio formado por un
conjunto finito de “vertices”, unidos entre si por “aristas”.

Formalmente, un grafo con vértices V={1,2,3,...,n} no es
mas que un conjunto de parejas de elementos de V.

Ejemplo: el “grafo completo” con cuatro vertices:

1 1 4

N X



Los puentes de Konigsberg

KON INGSHERGA

Konigsberg, en tiempos Kaliningrado, hoy
de Euler



En tiempos de Euler se hizo popular en
Konigsberg hacer la siguiente pregunta:

¢ Es posible
atravesar los
siete puentes de
Konigsberg
pasando una
sOla vez por
cada uno de
ellos?




Euler reformulo la pregunta como un problema
de teoria de grafos ( y, de paso, invento el
concepto de grafo):

¢ Es posible
recorrer entero el
siguiente grafo sin
pasar dos veces
por ninguna arista?



Teorema (Euler): Sea G un grafo (finito y conexo). o

(a) la suma de las valencias de todos sus vértices
es par. Es decir, hay un “numero par de
vertices impares’”.

(b) Si el numero de vértices impares es mayor
qgue dos, el grafo no se puede recorrer [sin
pasar dos veces por ninguna aristal.

(c) Si el numero de vértices impares es cero, el
grafo se puede recorrer. Podemos ademas
elegir por qué vértice empezar, y el camino
siempre sera cerrado (termina donde empezo).

(d) Si el numero de vértices impares es dos, el
grafo se puede recorrer, pero el camino ha de
empezar en uno de los dos vertices impares y
terminar en el otro.

A los grafos del apartado (c) se les llama “eulerianos”



En particular, la respuesta a la ®
pregunta de Konigsberg es negativa

¢;,Cuales de los siguientes grafos se pueden
recorrer de manera euleriana?

A
N\




Grafos Hamiltonianos o

W.R. Hamilton (1805-1865)
invento (y patentd) un
juego en el que se trataba
de hacer un recorrido por
20 ciudades del mundo sin
pasar por ninguna mas de
una vez. Las ciudades ronagy
estaban unidas por 30
aristas, formando el grafo
de un icosaedro.

Rio de Janeiro

Bangkok Mexico City Pretoria

Faris

Seoul
. Tripoli

Wedllington

Mairabi

Es decir, se trataba de
construir un camino
Hamiltoniano en el grafo Canbera Washington DC
del dodecaedro.




El juego
“icosiano”
de Hamilton




El problema tiene solucion en el dodecaedro, o
y de hecho en los cinco poliedros regulares:
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Pregunta: dado un grafo cualquiera, ;como es posible
decidir si el grafo posee un camino Hamiltoniano?

Es una pregunta parecida a al de Euler, asi que
esperariamos una respuesta parecida.



Respuesta: con mucha dificultad! oo

Teorema (Garey-Johnson, 1983): decidir si un
grafo posee un camino Hamiltoniano es un
problema NP-completo.

¢ Qué significa NP-completo?

- “es algo demasiado complejo de explicar en esta charla”.
- NP-completo es un problema “dificil de resolver pero facil
de comprobar’.

- NP-completo implica que “casi seguro” no existe ningun
algoritmo general para resolver ese problema en tiempo
polinébmico. De hecho, si usted lo encuentra:

* Con el mismo método podra descifrar las claves
criptograficas mas utilizadas.

* El Instituto Clay (Cambridge, Mass.) le dara un millon de
dolares ("P=NP” es uno de sus “problemas del milenio™).



(3) Esferas que se besan




Empaquetamientos (y besos) |32
de esferas

Dos problemas clasicos de geometria combinatoria son:

Empaquetamiento de esferas en dimension n: en €l
espacio Euclideo de dimensién n, jcual es la mayor
densidad con que pueden colocarse esferas del mismo
radio, sin que se solapen?

El numero de "besado” de dimension n: ;cuantas
esferas de dimension n pueden tocar simultanea-
mente a otra esfera del mismo radio, sin que se
solapen?




En dimension dos la solucion es relativamente
sencilla: no mas de seis bolas pueden tocar a una,
simultaneamente, y el empaquetamiento hexagonal es el
mas denso posible. Lo primero es muy facil de
demostrar. Lo segundo requiere cierto trabajo y lo
demostro por primera vez A. Thue en 1892.




En Dimension 3 es posible colocar 12 esferas que o
toquen a una dada: por ejemplo, en los vertices de
un icosaedro regular, o en los de un cubo-octaedro
regular (es decir, en los puntos medios de las 12

aristas de un cubo):

Ahora bien, ; sera posible también colocar 13 esferas? Y
2
;.es posible extender estas configuraciones “ad infinitum™?



El problema de las 13 esferas

Una de las primeras apariciones del problema es en
una discusion entre Newton (1643-1727) y David
Gregory (1659-1708). Gregory opinaba que es posible
colocar 13 esferas, y Newton que no. Pero la
demostracion formal (de que 13 no es posible) no llego
hasta final del Siglo XIX (Bender 1874, Hoppe 1874,

Gither 1875).

En cuanto al problema de empaquetamiento, Kepler
afirmaba que el empaquetamiento mas compacto
posible el que se sigue del cubo-octaedro (red cubica
centrada en las caras). Pero el problema estuvo
abierto hasta hace bien poco...



La conjetura de Kepler
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En el empaquetamiento cubico
compacto, las esferas forman
capas de empaquetamientos
hexagonales

La “celda de Voronoi”
de cada esfera es un
dodecaedro rombico



La conjetura de Kepler. Citas. |s:

Kepler, 1609: “de este modo el ensamblaje sera
muy prieto, de modo que ninguna otra disposicion
permitira meter mas gloébulos en el mismo recipiente”.

Hilbert, 1900 (como parte del problema 18 de su famosa

lista “para los matematicos futuros”): “; Cual es la manera
mas densa de colocar en el espacio un numero infinito

de sdlidos iguales de una forma dada, e.g., esferas [...]?”

C. A. Rogers, 1958: “Muchos matematicos creen, y todos
los fisicos saben, que la densidad no puede exceder de
pi/raiz(18)=0.74048, pero la mejor cota establecida con
propiedad parece ser 0.828,...."

J. Milnor, 1974: “la situacion es escandalosa, puesto que
la respuesta correcta se conoce desde Gauss. Lo unico
gue nos falta es una demostracion.”



La conjetura de Kepler. Historia

Gauss (1831) demostré que el empaquetamiento
cubico centrado en las caras es el mas denso posible si nos
restringimos a empaquetamientos por reticulos.



La conjetura de Kepler. Historia

L. Fejes Toth (1953) redujo por primera vez la conjetura de
Kepler a un problema de calculo (encontrar el minimo de
cierta funcion de varias variables), finito... pero complicado.

T. Hales consiguio demostrar la conjetura en 1998. Su
metodo simplifica al de Féjes-Toth pero aun asi “es, si lo
suponemos correcto, un tour de force en optimizacion no
lineal” (J. Lagarias, 2002). La demostracion de Hales fue
escrita en una serie de seis articulos (con una ingente
cantidad de casuistica y calculos por ordenador) de los
cuales solo tres han sido publicados a fecha de hoy.



Dimension 4 5

En dimension 4 el empaqguetamiento mas compacto
concido es el “reticulo D4” (puntos de coordenadas
enteras y con suma par). Cada esfera toca a otras 24
(colocadas en los vertices de una “24-celda”).

Korkine y Zorotareff (1973) demostraron que es el
mejor empaquetamiento reticular, pero aun no se sabe
si es el mejor empaguetamiento en general.

En cuanto al “numero de besado”, tan solo hace dos anos
se ha conseguido demostrar que es imposible que 25
esferas toquen a otra del mismo radio, en dimension 4.
(Oleg Musin, 2002)



En dimensiones aun mayores: o0

El empaquetamiento reticular mas denso se conoce
en dimensiones 1, 2, 3,4, 5,6, 7,8y 24.

Los de dimensiones 6, 7, y 8 (reticulos EG, E7 y E8)

los demostro Blichfeld en 1938. El de dimension 24 es el
llamado “reticulo de Leech”, conocido desde los 1950’s,
pero su optimalidad no se demostrd hasta hace poco

(Cohn y Elkies, 2003). _
La cota de Cohn-Elkies

para empaguetamientos
reticulares,mejora ligera-
mente a la anterior cota
conocida y es suficiente
para concluir que el reticulo
de Leech es optimo.



(4) Poliedros regulares

Un poliedro regular de dimension 3 es un poliedro
cuyas caras son todas poligonos regulares
iguales e “igualmente dispuestos” (= el grupo
de simetrias del poliedro contiene al de simetrias
de cada cara y es transitivo sobre los vértices).

Un poliedro regular de dimension n+1 es un
poliedro cuyas caras son todas poliedros regulares
de dimension n iguales e igualmente dispuestos.



Dimension 2:

Hay “un” poligono regular para cada numero de lados:

/N L




Dimension 3:

Hay solo cinco. Los cinco solidos platénicos:

40
R @




Demostracion de que sé6lo hay estos cinco:

Con triangulos, el numero de triangulos por
vertice ha de ser tres, cuatro o cinco, porque la
suma de angulos alrededor de un vertice ha de
ser menor que 360 (y 60 x 6=360)

X DK




Del mismo modo, con cuadrados y pentagonos
solo es posible colocar tres alrededor de cada
vertice, porque 90x4 = 360 y 108x4 > 360.

Q<>D

Con hexagonos no es posible colocar ni siquiera tres.




Dimension 4

Es facil llevar a cabo la misma clasificacion
en dimensioén cuatro. La unica novedad es
gue no tenemos que pensar en cuantos
poliedros de una clase es posible colocar en
cada vertice sino de qué maneras es posible
colocarlos de modo que alrededor del vértice
“se forme un poliedro regular” (al que
llamaremos “figura de vertice” del poliedro de
dimension cuatro).

Fijémonos de nuevo en el caso de dimension tres:



KRR

Tipo de caras Figura de vertice Poliedro resultante

Triangulos Triangulos Tetradedro
Triangulos Cuadrados Octaedro
Triangulos Pentagonos lcosaedro
Cuadrados Triangulos Cubo

Pentagonos Triangulos Dodecaedro



En el paso de dimension tres a cuatro, debe haber
“compatibilidad” entre los poliedros de dimension
tres P y Q usados como cara y como figura de
vertice. Para que sea posible hacer la construccion
de manera simétrica, las caras de Q han de ser
iguales a la figura de vertice de P.

(Por ejemplo, si queremos colocar cubos pegados
por un vertice de manera “completamente
simeétrica” la figura de vertice sera un poliedro con
triangulos por caras, que son las figuras de vertice
del cubo).

Eso deja, a priori, las 11 posibilidades de la
siguiente tabla:



Cara (P)

Tetraedro
Tetraedro
Tetraedro

Cubo
Cubo
Cubo

Dodecaedro
Dodecaedro
Dodecaedro

Octaedro

lcosaedro

Figura de vertice (Q) oo

Tetraedro
Octaedro
lcosaedro

Tetraedro
Octaedro
lcosaedro

Tetraedro
Octaedro
lcosaedro

Cubo

Dodecaedro

Lo unico que nos
queda es comprobar,
caso por caso, si hay
“espacio suficiente”
para colocar los
poliedros P formando
la figura de vértice Q.
Eso sucede si (y solo
si) el angulo soélido en
un vértice de P es
menor que el angulo
con que cada cara es

vista desde el centro
de Q.



Cara (P)

Tetraedro
Tetraedro
Tetraedro

Cubo
Cubo
Cubo

Dodecaedro
Dodecaedro
Dodecaedro

Octaedro

lcosaedro

Figura de vertice (Q) E:.
Tetraedro Los casos positivos
Octaedro resultan ser los 6 resaltados
lcosaedro en negrita.
Hay 6 poliedros regulares
Tetraedro de dimensidn cuatro.
Octaedro Nota: a decir verdad, solo hemos
demostrado que no puede haber mas
Icosaedro que estos seis, pero hace falta un
argumento mas (o una construccion
Tetraedro explicita) para demostrar que estos seis
existen. Es decir, que la regla “local”
Octaedro para construirlos se puede propagar y no
lcosaedro da lugar a malas intersecciones entre
caras. Ademas, la construccion no nos
dice cuantas caras tendra el poliedro
Cubo final, del mismo modo que “a priori” no
podemos saber que colocando cinco
Dodecaedro triangulos por vértice en dimension tres

vamos a obtener un poliedro de 20 caras.



Por ejemplo, si queremos que las caras de
nuestro poliedro regular sean cubos, debemos
empezar colocando cubos alrededor de un vértice
de modo que (“localmente”, alrededor del vértice)
se forme uno de los tres poliedros regulares cuyas
caras son triangulos.

Es facil hacerlo con cuatro cubos (formando un
tetraedro) e imposible hacerlo con 20 (formando un
icosaedro). Si lo intentamos hacer con ocho
(octaedro) resulta algo analogo al caso de seis
triangulos en el plano: se pueden colocar, pero
resultan pegados unos a otros y no “sobra espacio”
para poder “inclinarlos™ a dimension cuatro de
manera convexa.



Es decir, el unico poliedro regular de
dimensién cuatro cuyas caras son cubos es
el que tiene cuatro caras en cada vértice: el
hipercubo, o 4-cubo (bola unidad de la norma

I-inf)-

El 4-cubo (diagrama de Schlegel):



Del mismo modo: o

Si las caras son tetraedros, se pueden disponer
formando tanto tetraedros, como octaedros y como
Icosaedros alrededor de cada vertice. Los poliedros
resultantes son:

- El simplice (de dimension cuatro), que tiene cinco
vertices, 10 aristas, 10 triangulos, y 5 tetraedros.

- El “politopo cruzado” (dual del hipercubo y bola
unidad de la norma L,) que tiene 8 vértices, 24
aristas, 32 triangulos y 16 tetraeedros como caras.

- La 600-celda, que tiene 120 vértices, 720 aristas,
1200 triangulos y 600 tetraedros.



Si las caras son dodecaedros, solo es posible oo
colocar cuatro alrededor de cada vertice, formando
(localmente) un tetraedro. El poliedro resultante en
dimension 4 es la 120-celda que tiene 600
vertices, 1200 aristas, 720 pentagonos y 120
dodecaedros.

Si las caras son octaedros, la disposicion local debe ser
la de un 3-poliedro con caras cuadradas, es decir un cubo.
Se comprueba que si es posible hacerla. El 4-poliedro
resultante en dimension 4 es la 24-celda que tiene 24
vertices, 96 aristas, 96 triangulos y 24 octaedros.

Es un poliedro autodual y es la base para resolver el
problema de empaquetamiento y el de besado en
dimension 4. Sus vertices son los de un cubo y un politopo
cruzado con el mismo circuncentro. Es, en cierto modo, el
analogo 4-dimensional del dodecaedro rombico (excepto
que éste no es regular).




Por ultimo, con caras icosaédricas es imposible o
construir un 4-poliedro regular. Haria falta poder
colocar 20 en cada vertice (formando un

dodecaedro localmente) y no es posible hacerlo.

En resumen: los seis poliedros regulares de
dimensidn cuatro son:

- El simplice y la 24-celda, que son autoduales.
- El hipercubo y su dual, el politopo cruzado.
- la 120-celda y su dual, la 600-celda.

., Y en dimension mayor? La clasificacion es aun
mas sencilla. En cualquier dimension n>4 so6lo hay
los tres poliedros regulares “triviales™. simplice,
hipercubo (bola unidad L) y su dual (politopo
cruzado, o bola unidad L,)



