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Esta no va a ser una conferencia al uso. Mas betarlo realizar una excursion audiovisual a
un mundo un poco olvidado en las clases de matemsatie todos los niveles: el mundo de las

curvas.

Quiero empezar esta excursion por la historia desesbjetos matematicos, esta especie de
viaje guiado, trayendo unas palabras de nuestradgu&liguel de Guzman, dirigidas sobre
todo a los profesores que hoy nos acompafan:

“Existen constelaciones de hechos matematicos que frestan para hacer de ellos
una novela bien interesante.

Me pregunto si el tiempo malgastado en muchos dstras rollos magistrales en los
gue tanto abundamos los profesores de matematiea®dbs los niveles no podria
invertirse con gran provecho en contar pausadameaitpina de estas historias
apasionantes del pensamiento humano”

Matematicas y Naturaleza

La historia de las curvas es uno de esos hechasmattos que dan material para mas de una
novela, aunque hoy sélo construiremos un relateebr®¥ para empezar quiero invocar la
autoridad que sobre estos objetos mateméaticospootaa dos grandes genios:



“El Universo es un libro escrito en el lenguaje d&s matematicas, siendo sus caracteres
triangulos, circulos y otras figuras geométricasn $as cuales es humanamente imposible
comprender una sola palabra; sin ellos solo se campgira vagar por un oscuro
laberinto”

Galileo Galilei

“La mente humana, previa y libremente, tiene quenstruir formas antes de encontrarlas
en las cosas”
Albert Einstein

Aungue a un nivel mas doméstico pero también mésquoquizas sea mas conveniente esta
cita de un profesor asturiano:

“Las curvas son los paréntesis de las ideas”
José Manuel Alvarez Pérez

A pesar de estar el universo fisico que nos rddea de curvas, sin embrago en nuestras aulas
sucede algo muy extrafio:

e El mundo casi siempre es un PLANO, cartesiano... adem

» El espacio tridimensional sélo llegaré en 2° dehblecato y inicamente para los
alumnos de ciencias...

» Las lineas siempre son rectas, las figuras polgy(megulares a ser posible) y los
cuerpos prismas, cilindros, piramides o conos..mas improbables

Coged un coche y salid de la ciudad y parad erzana no habitada... buscad alli una recta,
una superficie plana, un poligono regular o untodesdlidos citados... realmente os va a
resultar dificil encontrarlos. Porque en el munekl.r.

¢Existen las rectas?, ¢ de verdad hay superfit@mente planas?, ¢ el Universo es plano?,
¢tiene ecuacion esta flor?




La Naturaleza es poco prédiga a la hora de mostatas, planos y cuerpos regulares, sin
embrago nos ofrece un amplio muestrario de todsedig curvas: circulos, espirales, elipses,
parabolas, hipérbolas, catenarias, braquistécoamdiodes, cicloides, concoides...

De todas ellas, con mayor o0 menor detalle nos seopzs un poco mas adelante.
Pero como en toda buena novela, hay que empezat poncipio.

Y en el principio fueroos puntos, las rectas, los angulos y los circulba.Geometria de los
Elementos de Euclides.

Es curioso que en los Elementos no aparezca réalaaurva distinta de los circulos.

Pero también en el principio, incluso antes deliies, habia dos problemas clasicos, que
sorprendentemente tiene mucho que ver con estaiaide curvas:

» La duplicacién del cubo; el mandato del orculoDd#os, para acabar con la peste en
Atenas: Construir en el templo de Apolo un altanajante al existente pero que fuese el
doble de grande...El altar tenia forma cubica

= La triseccion de un angulo cualquiera utilizando ségla y compas.

Platon. Las sombras en la caverna

Aunque Platon es un heredero de las matematicagdpitas su concepcion filoséfica global
afecta al papel reservado a las matematicas exiagtidn con la naturaleza:

» Las mateméticas constituyen un universo de idedspendientes del mundo de los
fenémenos.

« Forman un lenguaje intermedio que permite a pdetito sensible apuntar al mundo de las
ideas.

Platon considera a las mateméaticas comiencia liberal y desinteresadaindependiza las
matematicas del pragmatismo empirico y de la atilichmediata, liberdndola intelectualmente
de instrumentos materialggmrque «tienen la mision pedagdgica de formar nmebien hechas,
cumpliendo con el fin propedéutico de servir deoidticcion al estudio de la Filosofia
(Platén).

“La esfera y el circulo, las formas geométricasfpetas, la armonia de la lira, las mateméaticas
y la musica de la mano en la primera victoria deden sobre el caos.

Platén el famoso filésofo griego fue mas all, #iado a afirmar que Dios, el creador del

Universo, utiliza siempre procedimientos geomégico

Convencido de la actuacion de Dios como un geome&ia@on en su dialogo Timeo, asocia
cada principio elemental con uno de los poliedregulares, los sdlidos platdnicos:

El fuego, el elemento mas ligero, es el tetraefimamado por cuatro triangulos equilateros, el

sélido regular mas sencillo.

El aire, el segundo elemento se compone de odrugulos unidos entre si: el octaedro.

El agua naceria de la union de veinte triangulosikgeros. Seria el icosaedro.

La Tierra el elemento méas pesado lo formaria lanién de seis cuadrados, un cubo.

Y termina Platén diciendo:

"puesto que todavia habia una quinta composicibdios la utilizé para el universo cuando lo

pinto"



Esa quinta composicion es el dodecaedro, un soiidalar formado por 12 pentdgonos.
¢ COmo poder sustraerse a la increible belleza denadelo geométrico tan armonioso como
suprema expresion del orden en el Universo?”

Video:Orden y Caos: la busqueda de un suefio.
Serie: Universo Matematico. TV2. 2000
Autor: Antonio Pérez Sanz

Platén, en efecto es el autor de una de las prarierdativas de buscar un modelo geométrico
para explicar la estructura del Universo. Y sipdagoricos habian colocado en el principio de
todo el nimero como principio de todo lo tangilftaton va a colocar al triangulo y los cinco

sélidos platénicos en el modelo cosmolégico masigmée la historia de la ciencia.

Aristételes. El reino de las esferas y los circulos

Para Aristoteles, un poco mas realista, el objettad mateméticas son las formas extraidas de
la naturaleza, es la modelizacién de las reguldesi@mpiricas que se producen en la realidad.
Esta vision va a dominar la historia de las matamaathasta bien entrado el siglo XX.

Desde entonces, y tras la aparicion de los ElermeamtoEuclides, los puntos, las rectas, los
angulos, los circulos y las esferas... las formedeptas, los poliedros regulares van a
constituirse en las armas casi exclusivas pargpratiar la Naturaleza. Las formas imperfectas,
las curvas extrafas, los poligonos no regularessdbdos distintos de los conos, los cilindros y
las esferas...quedan expulsados del universo métem&dlo Arquimedes y algin otro
contestatario se preocupara de mirar con ojos ndgiys esas otras formas que se rebelan
contra Platon y Aristoteles.

“Desde Platon la historia de la Ciencia sera la
busqueda de ese modelo geométrico, de esas leyes
que controlan el funcionamiento del Cosmos, la
busqueda de ese orden inmutable capaz de explicar
todos los fendbmenos naturales. La comprension y el
dominio de la Naturaleza al alcance del ser humano.
Aristételes situara la Tierra en el centro del
Universo y el frente de batalla entre el orden y el
caos en la esfera de la orbita lunar. Por encima de
ella el mundo celeste, perfecto inmutable y pepetu
el reino del orden.

Por debajo el mundo terrestre, constituido pordostro elementos Tierra, Agua, Aire y Fuego
intercambidndose entre si; un mundo imperfectmldante e impredecible. El reino del caos.
Pero algo viene a romper esa armonia perfecta dehdo ideal por encima de la Luna. Los
planetas conocidos describen orbitas erraticas sobr fondo de estrellas fijas. De hecho el
término planeta significa "erratico" o viajero. Aeees, incluso parecen retroceder en sus
orbitas.

¢ COmo encajar estos hechos con un modelo geométdat? Aristoteles recurre a un modelo
fisico basado en esferas de éter en las que seemueg planetas. Estas esferas se van
acelerando y frenando unas con otras. El complefgcanismo necesitaria de 56 esferas
distintas para poder explicar los movimientos apaes de los planetas.”

Video: Orden y Caos: la busqueda de un suefio.
Serie: Universo Matematico. TV2. 2000
Autor: Antonio Pérez Sanz



Ptolomeo. Circulos y mas circulos

Por desgracia para la Ciencia este modelo, basada esfera y el circulo, permanecera
intocable durante dos mil afios.

Los matematicos y astronomos tendran que creantaas filigranas matematicas para hacer
encajar las observaciones del movimiento de lossasbn el modelo aristotélico.

Y al frente de esta tarea monumental se colocadigld®tolomeo en el siglo 1l d. de C. Su obra
"Sintesis Matemética" pasara a la historia coroeibre de la traduccion arabe: EL Almagesto,
que significa "el muy grande”.

Para explicar el movimiento de los planetas regpetda idea de que soélo se pueden mover en
oOrbitas circulares Ptolomeo va a inventar un inggmimodelo geométrico: loe epiciclos y los
deferentes.

A cada planeta, incluidos el Sol y la Luna, leg@aiun circulo imaginario llamado deferente.
La Tierra esta en interior de este circulo, aungmeecesariamente en el centro. El planeta
girara en un nuevo circulo llamado epiciclo cuyotae serd un punto del circulo deferente. A
moverse el centro del epiciclo a lo largo de laedsite, al planeta se acerca o se aleja de la
Tierra lo que explicaba a la perfeccion los camdesrillo de un mismo planeta observados en
distintos momentos del afio. Ptolomeo pensaba queatidad los planetas no se movian asi,
pero su modelo geométrico explicaba a la perfectmégue cualquier astronomo veia en el
cielo.

Los astrbnomos que vinieron tras €l tomaron su foodemo un dogma y aplicaron penosos
célculos matematicos para realizar tablas que jpestii la posicion de todos los planetas
conocidos. Uno de las mas completas fueron lageyetastellano Alfonso X el sabio. Las

famosas tablas alfonsies. Su elaboracion era taplefa que le hicieron exclamar al sensato
rey Alfonso:"Si el Sefior Todopoderoso me hubiera consultadesade embarcarse en la

Creacidn, le habria recomendado algo més simple".

Aunque hoy nos parezca ingenuo el modelo geométadetolomeo, desde un punto de
vista exclusivamente matematico resulta de unaerguncreible. La idea de hacer
rodar circulos sobre circulos, nos abre las puertas:i sugerente mundo de curvas
mecanicas generadas mediante el movimiento unifornggie nos introduce en un

paraiso de curvas. Astroides, cardiodes... y helgiaes. Si, aunque parezca increible
los epiciclos y deferentes de Ptolomeo pueden genébitas elipticas.

La herencia aristotélico-ptolemaica ha llegado aenzpn ciertas modificaciones impuestas por
la tenacidad de los hechos en la historia, hastatras aulas actuales de matematicas, sobre
todo en secundaria, donde un estudiante puederaghbachillerato sin conocer mas curvas
que los circulos y las conicas.



Ptofomeo

Epiciclos y
deferentes

Marca traza sobre ef planeta.

Astroide. Animacion generada con Cabriweb

El Renacimiento

El modelo matematico de Ptolomeo es demasiado legamp poco util a la hora de hacer
predicciones a largo plazo. Copérnico pone en raanomuevo modelo matematico que mejora
las predicciones y sobre todo que es mas senddidvara de calcular. Coloca al sol en el centro
del sistema y hace girar a todos los planetasaérsdedor. No abandona las érbitas circulares ni
los epiciclos, pero siembra el germen de un cardbigparadigma cientifico que llegara a la
cumbre con Galileo: la experimentacion y la obsdbra de la realidad como criterio de
validacion de la teoria cientifica.

A finales del siglo XVI, un joven toscano va a hatmblar los principios de la interpretacion
del universo fisico, tanto por debajo como por macde la frontera de la esfera lunar: Galileo
Galilei.

En el mundo terrestre, intentando descubrir lasdeye rigen el movimiento de los cuerpos. En
una época en que las disputas politicas se arsegtan excesiva frecuencia a cafionazos, nadie
se habia parado a investigar cual era la trayectedl de un proyectil. Galileo descubrird que
cualquier bala de cafion describe un arco de pardbtkes de impactar en el blanco. Pero
también descubrird que todos los cuerpos caerekd san la misma aceleracion.

Galileo sera el fundador de una nueva ciencia,inantdtica e intentara explicar todos los
movimientos mediante leyes matematicas. Los ef&rdel orden matematico situan el frente de
batalla contra el caos en la misma superficie s&ee

Pero un extrafio instrumento inventado por los ht@aes va a hacer tambalear toda la doctrina
oficial de la Iglesia basada en las ideas aristaigl el telescopio. Gracias a él, Galileo va a
destrozar una vision del universo que habia preidienas de dos mil afios: el mundo mas alla
de la Luna no es tan perfecto como decia Arist®tédel una no es una esfera perfecta sino que
presenta crateres como la misma Tierra, Jupitae t@télites que orbitan a su alrededor... y
hasta el Sol tiene manchas.

Le costaria la vista y casi la vida pero habiaedesdo la vieja idea de que la Tierra era el
centro del universo. Y habia conseguido algo muchés importante: convertir la



experimentacién en el motor fundamental de la dena Iglesia le condend, pele Tierra se
mueve..

Kepler, Menecmo, Apolonio. El mundo de las conicas

Kepler construird toda su teoria y descubriradges del movimiento de los planetas basandose
en las precisas observaciones de Tycho Brahe. tadidbde Marte, la lucha de los calculos de
Kepler contra las observaciones de Tycho va a srpanderrota del circulo aristotélico y la
victoria de las conicas de Menecmo y Apolonio. timpra de sus famosas leyes va a traer a la
elipse al primer plano de la ciencia:

Primera LeyLos planetas describen Orbitas elipticas en unows focos esta el Sol.

Repasando las excentricidades de las 6érbitas depliosetas del sistema solar nos sigue

pareciendo un milagro que Kepler saliese triunfadioresta batalla. La excentricidad de la

oOrbita de Marte, la mayor, tras la de Mercurio]ateplanetas conocidos en la época, no llega a
una décima. Ni el ojo del pintor mas experto dgtiria una elipse con esa excentricidad de una
circunferenciaPero Kepler era sobre todo tenaz y meticuloso.

Mercurio |Venus |[Tierra Marte Japiter |Saturno |Urano Neptuno |Pluton
0,206 0,007 0,017 0,093 0,043 0,051 0,041 0,0C4 500,2

Las conicas, esas atractivas curvas matematicadiasas por Menecmo y Apolonio hace

tantos siglos van a constituir una imprescindibégrdmienta matematica para explicar el

mecanismo celeste. La eficacia de las mateméatitas grimero de los momentos estelares de
la historia.

Los albores de estas curvas entroncan directarnentks dioses griegos, al menos con Apolo.
Segun la historia, aunque un poco adornada dedayema mortifera peste asolo Atenas alla
por el afio 430 a. de C. Incluso Pericles perdidda. Los atenienses se dirigieron al oraculo de
Delos para preguntar qué tenian que hacer pararacab la maldicion que amenazaba con
acabar con la ciudad. El oraculo les dijo que jpargentar a los dioses tenian que duplicar el
altar de Apolo, que tenia forma cubica. Nace adfeda historia y la leyenda, uno de los tres
problemas clasicos: la duplicacion del cubo.

Menecmo es uno de los muchos que van a intentlvees! problema: dado un cubo de arista
a, encontrar arista de otro cuyo volumen sealdkedo

El primero en abordar la cuestion fue HipOcratesQuéos, quien redujo el problema al de
intercalar dos medias geométricas o proporcioraié®e la magnitud que representa la arista
del cubo primitivo y la correspondiente al dobldalenisma.

Encontrar los valores de x e y equivales a res@ser sistema de ecuaciones cuadréticas
2 _
x“=aly
2 _
y° =2alX

= x* =2a?



Menecmo se dio cuenta de que geométricamenteglelegpna consiste en encontrar el punto de
corte de dos conicas, de dos parabolas, como easel de arriba, o de una parabola y una
hipérbola.

&

jLas conicas hacen su primera aparicion en la riasipara resolver el problema de la
duplicacion del cubo! Por desgracia para Menecmopmrar el punto de corte de esas dos
conicas es un problema que no se puede resolveeglany compéas, como demostré en 1837 el
francés L. Wantzel.

En el Renacimiento, si la elipse es la curva ddéefa parabola sera la de Galileo, el padre de
la cinematica. Serd él quien descubra que cualqur@yectil lanzado al aire describe una
trayectoria parabodlica. Dos conicas para explioarrhovimientos, tanto de los cuerpos mas
préximos a nosotros, a la superficie terrestre ctmeanés alejados en el cielo. Newton con su
ley de gravitacion universal y con la demostradérgue toda drbita de un objeto celeste es una
de las tres cdnicas pondra la guinda en el pastelsdcurvas de Apolonio.

Si Apolonio realizé un estudio exhaustivo de eatilia de curvas, y Galileo, Kepler y Newton
las colocaron en el centro de la explicacién derlogimientos celestes, un joven Blaise Pascal,
va a encontrar uno de los pocos resultados gue sashron por alto a Apolonio, en un famoso
opusculo desaparecido, titulado “Sobre las cénicas”

“los puntos de interseccion de los pares de ladmsestos de un hexagono inscrito en una
coOnica estan en linea recta”

El célculo diferencial permiti6 a Newton atacaestudio y la clasificacion de otras curvas de
grado mayor que dos. En Bmumeratio linearum tertti ordinisle 1676 nos describe hasta 72
curvas de tercer grado, aungue alguna se le escapo.



Arquimedes, Bernoulli. El mundo mégico de las espir ales

"La espiral es un circulo espiritualizado. En larfta espiral, el circulo, desenrollado,
devanado, ha dejado de ser vicioso... La vueltaesgla vuelta, y toda sintesis es la tesis de la
nueva serie..."

Vladimir Nabokov

Ninguna curva ha fascinado tanto al ser
humano, desde los tiempos mas remotos,
como la espiral. Su presencia en los
objetos vivos, tanto animales como
vegetales, tuvo que llamar la atencién de
nuestros antepasados desde los albores de
la humanidad.

No existe ninguna cultura que no la haya
utilizado como elemento simbdlico,
magico o simplemente ornamental. La
espiral ha acompanado al ser humano en
todo tiempo y en todo lugar... salvo en las
clases de mateméaticas de secundaria y de
universidad.

Ante las innumerables manifestaciones
naturales de las espirales, tanto de caracter
organico como mecanico, estas curvas no podiandkejgamar la atencién de los matematicos
y ser objeto de su investigacion. Sin embargo, camgropia forma sugiere son curvas
esquivas. No son curvas geomeétricas estaticas tuoicunferencia, las conicas o las lunulas.
Para construirlas se necesitan recursos mecaaigasgue crece 0 que se mueve.

Arquimedes. La espiral uniforme r=alé

Sin duda, al menos desde un punto de vista mammédiespiral mas simple es aquella en que
el radio varia de forma proporcional al Angulo djxraY a esta es a la que dedicé su atencién
Arquimedes, a la espiral uniforme, que desde eatorieva su nombre. La espiral
arquimediana.

De Arquimedes se conocen dos libros sobre la gemm@lana, uno dedicado a la
circunferenciaPe la medida del circuladonde nos proporciona el salto a la fama del noime

y una de sus aproximaciones mas usadas hastaasuesésis; y otro dedicado a la espiral
uniforme,De las espiralesUn libro complicado y de lectura dificil, dondegdimedes hace un
profundo estudio exhaustivo de la espiral uniforme.

En esta obra Arguimedes define, quizas por primemen la
historia, una curva mecanica, una curva basadareovemiento.

" Imaginaos una linea que gira con velocidad contgaalrededor
de un extremo, manteniéndose siempre en un mismo,p} un



punto que se mueve a lo largo de la linea con iddoiclineal constante: ese punto describira
una espiral"

El interés del sabio de Siracusa por esta curebashotivado por un problema muy alejado del
mundo de las curvas: la triseccion del angulo. Angaes, gracias a la espiral uniforme,
descubrié un método para dividir un angulo en pades iguales, y en general en n partes
iguales.

Basta hacer coincidir el vértice del angulo
con el origen de la espiral, dividir el
segmento que va desde el origen al punto de
corte de la espiral con el segundo lado del
angulo en tres partes iguales y trazar por esos
puntos arcos de circunferencia hasta que
corten a la espiral.

Si unimos el origen con esos puntos de corte
tendremos los tres &ngulos que dividen al
original en tres partes iguales.

Por desgracia para las matematicas la espiral
A uniforme no se puede dibujar con regla y
compas.

Sobre las espiralegs una obra cargada de
sorpresas, que colocan a Arquimedes en la cima dastoria de las mateméaticas. En ella
demuestra propiedades de las areas de las diferesp@as, tan sorprendentes, pensando que
faltan casi dos mil afios para que se invente elutatiferencial, como estas:

"El &rea barrida por el radio de la espiral en stirpera revolucion es la tercera parte del area
del circulo cuyo radio es el radio final de estagkicion...”
"El &rea barrida por el radio en la segunda vue#tsi6 veces el area de la primera vuelta".

"El area barrida en la segunda revolucion esta aadn 7/12 con el circulo cuyo radio es la
posicion final del radio vector"

Decididamente, Arquimedes era un genio, uno dé&rdssgrandes de las Matematicas de todos
los tiempos; y sin embargo nuestros jovenes solederdaran al acabar sus afios escolares
como el sabio de la bafiera, el de jEureka!, o,sauhoo, como el descubridor de las leyes de la
palanca... Injusticias de los planes de estudimatematicas.

La cuadratriz de Dindstrato

2.t
7T sint

10



Aunque hemos dicho que Arquimedes es el primero dpfe con precision una curva
mecanica, basada en el movimiento de un punto,neses del todo cierto. Ni tampoco fue el
primero en utilizar curvas extrafias para resolver de los tres problemas clasicos. En ambos
casos se le adelantaron dos compatriotas, Hipi&sislg sobre todo, alla por el afio 390 a. de
C., un hermano de Menecmo, el padre de las coriaasado Dindstrato, que inventaron una
extrafia curva generada por el movimiento uniformedds rectas, y que también servia para
trisecar el angulo. Desde entonces se la conoce coadratiz o trisectriz de Dindstrato.

La curva se obtiene mediante los puntos de intei@ede dos rectas en movimiento, AB y BG.
La primera AB, gira con velocidad angular unifors@bre el punto A hasta llegar a AD, la
segunda BG se desplaza horizontalmente, tambiéretocidad uniforme, y de tal manera que
llega a AD al mismo tiempo que la recta AB. Lostpsrde interseccion de ambas dibujan una
curva BZZ'Z"'H que es la trisectriz.

Pl

Pll

Para trisecar el angulo T basta marcar el punte Zaite del lado del angulo con la curva y
trazar una paralela al otro lado AD del angulo pamaontrar el punto P. Si dividimos el

segmento AP en tres partes iguales mediante lowpuriy P, los puntos de corte de las
paralelas a AD por dichos puntos determinan emaaclos puntos Z" y Z”°. La rectas que se
obtienen al unirlos con A dividen al angulo en frages iguales.

Por desgracia, al igual que ocurre con la espealfdjuimedes esta curva no se puede trazar
utilizando solo regla 'y compas.

11



Jacob Bernoulli. La espiral logaritmica.
=Cg"? 6="=In—

¢ Por qué el Nautilus tiene esta extrafia y eledantea?

El origen del estudio de esta espiral tiene quecoer la
navegacion. A lo largo de los siglos XVI y XVII red de
barcos surcan los océanos. Los navegantes sab&an qu
sobre la superficie terrestre la distancia masacemtre dos

i , puntos es un arco de circulo maximo. Pero parairsegu
e : ~ rumbo que encaje con este arco es necesario realiza
continuos cambios de rumbo Por ello sustituiaa mrghbo Gptimo por otro en el angulo que
formaba la trayectoria del barco con todos los digenos que atravesaba se mantenia constante.
El rumbo se mantenia constante. Los rumbos ddipstdibujan en la esfera terrestre una curva
llamada loxodrémica. Pero los navegantes no trbbajesobre una esfera, sus mapas eran
planos, proyecciones de la esfera. Pues bien jepe@n de la esfera sobre un plano convierte
a la loxodromica en unaespiral equiangular.

El primero en describirla como una curva
mecénica, en contraposicion a las curvas
algebraicas, es Descartes quién en 1638 escribe al
padre Mersenne los resultados de sus
investigaciones. Descartes estaba buscando una
curva creciente con una propiedad similar a la de
la circunferencia, que la tangente en cada punto
forme con el radio vector en cada punto siempre
el mismo angulo. De ahi el nombre de
equiangular. También demostr6 que esta
condicion es equivalente al hecho de que los
angulos alrededor del polo son proporcionales al
logaritmo del radio vector. De ahi su segundo nemdspiral logaritmica

La separacion de las espiras aumenta al crecagel@ es decir, el radio vector crece de forma
exponencial respecto del angulo de giro. Por esbeein tercer nombre, espiral geométrica.

El padre de esta espiral, con toda
justicia, es Jacob Bernoulli, quie|
realiza un profundo estudio de la mismn|
quedando cautivado por la curva hag"
tal punto de pedir que en su tumba, e
cementerio de Basilea, figurara
inscripcion"Eadem mutata resurgo'y
un grabado en piedra con el dibujo
una espiral logaritmica. El cantero
era un buen matematico pues talld
casi perfecta espiral arquimediana.

Jacob Bernouilli descubrié varias propiedades de @srva que les pasaron desapercibidas a
Descartes y Torricelli, entre ellas el hecho de lquespiral logaritmica es la Unica curva que
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verifica que su evoluta, su involuta, su causticauy podaria son, a su vez, una espiral
logaritmica. Jacob Bernouilli habia descubierto nae otra extrafia propiedad, la
autosemejanza, que relaciona directamente estalesm los objetos fractales.

La espiral logaritmica es sin duda la espiral gas se
prodiga en la naturaleza. El reino animal nos
proporciona unos ejemplos preciosos en las cordhas
los caracoles y los moluscos. Detras de todas estas
formas hay un fendbmeno natural: un proceso de
enrollamiento vinculado al proceso de crecimieite.
hecho la concha de un caracol no es ni mas ni menos
gue un cono enrollado sobre si mismo.

El cuerno de un rumiante también, aunque ademas est
retorcido. Y aunque las leyes fisicas del crecitoiete
especies tan dispares no son las mismas, las fegsmaticas que lo rigen si: todas estan
basadas en la espiral geométrica, la curva deitsichicontinua. Si nos fijamos bien el
crecimiento de las conchas y de los cuernos
tiene otra curiosa propiedad se produce §
por un extremo. Y esta propiedad
crecimiento terminal conservando la figu
completa es exclusiva, dentro de las cur
matematicas, de la espiral equiangular
logaritmica.

Las galaxias, las borrascas y huracanes
brindan muestras espectaculares de espir
logaritmicas. Al fin y al cabo en cualquid :
fendmeno natural donde haya  urEAEE
combinacién de expansion o contraccion"y
rotacion aparecera por fuerza esta espiral.

En el mundo vegetal los ejemplos son si cabe mas
llamativos ya que entre las plantas aparecen Ui Sile
espirales y no precisamente de una en una. Labdisiin
de las pipas en cualquier girasol, las escamauaeuier
pifia, no importa de qué variedad, una simple maegar
nos ofrecen una auténtico desfile de espiraleslamtidas.

En cualquier pifia de los pinos, si la observamcsieles
arriba, descubriremos que los pifiones se distribu’
formando un buen nimero de espirales. Y no preesten
de forma aleatoria. No es ninguna casualidad. ifisnes *
han de distribuirse de forma O&ptima, es de
aprovechando el espacio al maximo; y esa optintpac
del espacio se consigue mediante una distribucion

espiral.
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La concoide de Nicomedes

= +b
P cosd

El nombre de concoide se debe a su parecido caotehas que tanto abundaban en las playas
griegas. Aunque su creador es Nicomedes, un gesrgaggo (280 — 210 a. de C.), que la
investigod junto a otras 16 curvas matematicas,astaoide fue atribuida a Pappus.

También nacié con la vocacion de resolver los bk de la duplicacion del cubo y de la
triseccién del angulo y de hecho la curva sirvapasecar cualquier angulo.

Su ecuacion cartesiana es
(x—a)*(X¥+ y¥)= ¥, es decir una

cuartica.

Es el lugar geométrico de los pares de
puntos P y Q, situados sobre una recta que
pasa por un punto fijjo O, el polo, y otro
punto M que a su vez se desplaza a lo
largo de una recta ff'llamada directriz. La
distancia de P a My de Q a M es una
distancia fija. Este método de construccion
se lo debemos a Roberval.

Si en lugar de utilizar una recta como directriames una circunferencia obtenemos la curva
de Pascal.

La concoide de rosetdn. El pétalo geométrico

Alejandonos de las espirales, existe una familizuteas, investigada en el siglo XVIII por
Abbot Guido Grandi, que parece haber nacido pamatifitarse con algunas de las flores mas
habituales en el campo o en las floristerias. 8 tde laconcoide de rosetdéntambién
conocida com@étalo geométrico

Para investigarla utilizaremos una herramientarmé&tica apropiada: un programa informatico

gue vaya mas alla de las curvas en coordenad&sieads y permita trabajar directamente en
coordenadas polares y paramétricas, por ejemplpletjrsoftware desarrollado por el profesor

Richard Parris de la Universidad de Exeter, qu@wsse obtener de forma gratuita en esta
direccion: http://math.exeter.edu/rparris
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archivo Ecua Ver Bns Lna Dos Anm Msc

Ideas para encontrar su ecuacion. Necesitamos:
* unaforma que rota y se repite periodicamente...
* unacurva que se aleja y se acerca al centro...
Solucién: jifunciones trigopnométricas y coordengutdares!!

Para interpretar el crecimiento de hojas y floessdoordenadas rectangulares o cartesianas no
son las mas apropiadas, mas bien son completaniesmpeopiadas. Recurriremos a las
coordenadas polares, otro regalo a la historigeigial Euler, en las que las dos variables son el
angulo girado respecto a la horizontal y la distaatorigen.

Estas coordenadas son especialmente aplicabledoa &muellos casos en que dentro de la
figura existe algun punto invariante, es decirgalgunto que no sufre ninguna deformacion al
crecer. En el caso de las plantas suele ser ladeate hoja, el “nodo” alrededor del cual se

desarrolla toda la hoja o el centro de simetrigur en el caso de las flores.

En estas coordenadas, todas las concoides denasel® rosaceas, como dicen los franceses,
tienen esta ecuacién general

p=alcosngd+b

Cada pétalo base es simétrico respecto del eje GX gbtiene haciendo variar el angélo

ntr 7 7
entre Mgt

n n

Obtener, a partir de esta escasa informacion, apeoximadas a las siluetas de algunas de las
flores mas populares no va a ser muy complicado.
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Caso0O<b<a

Ejemplol: Pétalo simple: Caso O<b <a

n=7/2 +1

4
cos— 6@
( 5 )

Ecuaciéon p =3

7l 7l Si hacemos variar 271 < 8 < 271 obtenemos
-——<f<— |

35 35 a flor completa
Casoa=b
Ejemplol: Pétalo simple: Casoa=b Ecuacién p = 3cos§0+ 3
n=5/2 2

—————+—+—+

7 7 Si .he.lcém.os. véri.af.4}; < 6’. <.47.2 6bfehefnos
-——<fg<— |

25 25 a flor completa

Si lo queremos con un circulo central, algo poma giarte muy frecuente en la
naturaleza, basta con tomar el valor absoluto akmo.
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Caso0O<b<a

Ejemplol: Pétalo simple: Caso O<b <a

n=7/2 Ecuacién p = 300%6 +1

n 7l Si hacemos variar 271 < @ < 271 obtenemos la

35 3.5 flor completa

Se puede observar que el fadioslarga el pétalo mientras qneéhace aumentar el nimero de
los mismos en cada circunferencia.

Si introducimos al valor absoluto del coseno, misemos a acercar a la realidad

Ejemplol: Pétalo simple: Caso O<b<a

n=7/2 Ecuacién p =3 +1

7
cos— 6@
( 5 )

_n < 7l Si hacemos variar 271 < 8 < 211 obtenemos
35 35 la flor completa
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Casob>a

Ejemplol: Pétalo simple: Caso b > a Ecuacién p = ZCOSZH+ 4
n=7/2 2

I‘ '.-__'*_'-‘-"h..'\

P— / f
liI'''''""-------..._,,__,___...-m--"""'i
|
7l P Si hacemos variar 271 < 8 < 271 obtenemos

35 << 35 la flor completa

El mundo de lasrosas: n< 1

Hasta ahora en los tres casos hemos jugado cogyar oize 1. ¢ Qué ocurre si n es menor que la
unidad?... Nos adentramos en el mundo de las rosas.

CasoO<b<a

Casob>a

Ecuacién p = 2cosg6? +4 Ecuacion p = 3003%9 +1

=
* il N

|
-/ N
V

A7 [ 1Y
17MLe
NS
\‘\

/|
NaNARN
%_ |
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Otras curvas con historia

El nacimiento y posterior desarrollo del calculéedincial brindé a los matematicos del siglo
XVIII una potente herramienta para mirar con otfss curvas que la naturaleza habia puesto
ante nuestros 0jos y cuyo misterio se escapaba lestdedos. Los métodos desarrollados en el
siglo anterior, fundamentalmente por Descartes yn&e permitian el estudio de las curvas
algebraicas, esto es aquellas donde la relacige &g variablex e y se daba mediante un
polinomio. Descartes elimina de 8&eometriatoda consideracion algebraica de las curvas no
algebraicas, que denomintecanicas Pero el mismo Descartes consideré importante
desarrollar técnicas no algebraicas para el estlglias curvas mecanicas. De esta manera se
imponia la necesidad de poseer una forma mas deterstudiar las curvas, cualquiera que
fuese su clasificacion.

7
La cardiode P =a(l+cosfd )= A& CO?SE

Su ecuacionp =a(l+cosf) no deja de ser un

caso muy especial de la concoide de roseton en el
caso en qua=b yn=1

Aungue en apariencia poco parecida con las rosas,
existe otra curva que vemos todos los dias en
nuestros vasos cuando nos tomamos el café o la
leche bajo una ldmpara en cualquier cafeteria. Se
trata de la cardiode, esa curva que se forma en el
vaso o la taza al reflejarse la luz de la lampaida d
techo, una curva con forma de corazon.

El nombre se lo debemos a Francesco de Castille
la denominé de esta forma en un trabajo titulBgo
curva cardiodeen 1741, aunque previamente ya hal.
sido estudiada antes por astrbnomos y matematico

Es también una epicicloide y se puede obtenercﬁrhﬁ‘
girar un circulo sobre otro del mismo radio cv
velocidad uniforme 4

,, 7 3 74
L, . , . | Ipwerioqeatin v o7 - ot qn oupe L np o, 4’
Como caustica del circulo ya fue estudiada | - f" ,_‘" v’;jf j"’:;fwfw A ,j{; T =P
Leonardo Da Vinci en su codigo Arundel, fechac x,,mm, b ampmdp srng ety s s (i aepri)
% ;),";n I e ronprs

entre 1510 y 1515, en un intento de emular = B o A7 o o - s G
Arguimedes en la construccion de espejos ustorios.

sHYIrS
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x= Ri{t—sint)

Galileo vy la cicloide
4 y:R(l—cnsr):ZRsinzg

Entre las curvas mecénicas que mas atrajeron @i@tede los matematicos se encuentra la
cicloide, que fue introducida con el fin de cuadiacirculo mediante el uso de la integracion.

Galileo fue uno de los primeros en estudiar lapipdades de esta curva, a la que dice haber
dedicado mas de cuarenta afios. Se plante6 el pralde comparar el area bajo un arco de
cicloide con el &rea del circulo que la genera. €amconsiguio resolver el problema mediante
métodos matematicos, recurrio a recortar y pesaapide metal con la forma de la cicloide. De
esta manera encontré que la relacion entre elbd@jeaun arco de cicloide y la del circulo que la
genera es aproximadamente de 3 a 1, pero decidia@debia ser exactamente 3, ya que intuia
(errbneamente) que debia ser no racional.

Como veremos mas adelante la cicloide es una &#téatja de sorpresas.

El reto de Jacob Bernoulli. La catenaria

En 1690, Jacob Bernoulli publicdé un articulo enAasa Eruditorumde Leibniz en el que se
utiliza por primera vez el término Integral. Aldiindel articulo y para demostrar la potencia del
nuevo célculo Jacob lanza un reto a la comunidatem@dica de la época. Descubrir la
ecuacién de la curva que se forma al suspendeosipuhtos una cuerda de peso uniforme: la
catenaria.

Galileo ya habia abordado el problema
cometiendo de nuevo un error, al
concluir que se trataba de una arco de
parabola. Huygens demostraria mas
tarde que no se trataba de una parabola
pero no pudo decidir de qué curva se
trataba. Precisamente el nombre de
catenaria se debe a Huygens

parabola

catenaria Lanzado el reto, Jacob obtuvo tres
respuestas: de Huygens, de Leibniz y de
su hermano Johann.
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La respuesta es esta ecuacion diferencial:

ady

La respuesta en forma de ecuacion integral X= Iﬁ

Hoy, la ecuacion de la catenaria estd incorporadia® calculadoras cientificas de todos los
alumnos de secundaria y corresponde a la funcigsencohiperbdlico:
X X

X e +e?
y=acosh—=a————
a 2

Por desgracia para los Bernoulli, Leibniz y Huygeng$uncion exponencial alin no se habia
descubierto.

Tautocrona y Braquistocrona. El desafio de Johann B ernoulli

La busqueda del mejor de los péndulos posibleslparanstruccion de relojes precisos habia
puesto de moda a principios del siglo XVIII lasvas relacionadas con los tiempos de caida de
cuerpos siguiendo trayectorias con condicionesrmétadas. Asi se estudia la tautécrona,
curva cuyo perfil hace que un cuerpo tarde desdkgier punto el mismo tiempo en llegar al
punto mas bajo.

Pero sin duda la curva estrella sera la braquimégrla curva que une dos puntos Ay B de tal
forma que un cuerpo que cae por ella tarda el noitiempo posible. Johann Bernoulli propuso
el problema de la braquistécrona en junio de 169&t$ a la comunidad matematica a
resolverlo antes del fin del afio, afiadiendo cocasano que “la curva era una bien conocida de
los matematicos”.

En la actualidad es la curva que se utiliza entdbeganes de patinaje para conseguir llegar
abajo en el menor tiempo.

El afio siguiente aparecieron en total cinco sohgsoademas de Johann Bernoulli, resolvieron
el problema Leibniz, Jacob Bernoulli, L'H6pital y autor inglés andénimo. Johann no tuvo

21



dificultad en reconocer que el autor era Isaac Newtlo expresd con una frase historitor
las garras se conoce al ledn”.

. . ds C
La ecuacion diferencial no era nada elemen— = —

dx Jlyl

Pero Johann lo habia avisado la lanzar su reta. Ufla curva muy conocida por los
matematicos, efectivamente se trata de un arcachiéde, una curva conocida desde hacia mas
de un siglo.

El pasado reciente, el futuro inmediato. Fractales y Caos

Todo parece indicar que el estudio de las curvataddaturaleza es cosa del pasado. Sin
embargo hace unos meses el fisico-mateméatico Anindi sorprendié a la clase médica y a los

propios matematicos con un descubrimiento que leciielas primeras paginas de la prensa
nacional: su equipo habia descubierto un tratamiefitaz para determinados casos de cancer
de higado partiendo del estudio del perfil del tunis decir, estudiando mediante ecuaciones
su silueta. La frontera era una curva fractal.

En 1960 Edward Lorentz desarrollé un modelo matiemgiara realizar previsiones del tiempo.
Este modelo era bastante simple y contemplabats8o/ariables que rigen el movimiento de
conveccion, relacionadas entre si mediante tremcemes diferenciales hoy muy populares.

Lorentz puso a trabajar su ordenador, cada misintolaba el paso de un dia. Con sorpresa
comprobd que una diferencia de menos de una méésimuna de las variables, al cabo de
pocos minutos (unos dias simulados) producia @destimatico totalmente distinto.

Habia descubierto la segunda gran caracteristiclosddenémenos caodticos: Una pequefia
variacion de las condiciones iniciales produce deancambios en el sistema a lo largo del
tiempo. Es lo que se conoce como efecto maripddaat de las alas de una mariposa en una
selva africana puede producir dentro de unos mesblsracan en el Pacifico.

La primera caracteristica del caos es por supugst@| sistema es impredecible a largo plazo.
Pero incluso en los fenbmenos cadticos apareceagiegularidades, un cierto orden.

Estaba naciendo la Teoria del Caos. Y enseguidamatamatica capaz de buscar el orden
dentro del caos: la geometria fractal, las mateasidle las curvas fractales. Incluso en aquellas
regiones de la naturaleza lejos de las comodasaratades de las ecuaciones diferenciales las
matematicas se revelan como la herramienta impdibte para interpretar la naturaleza. Y por
supuesto siguen manifestando de manera rotundeitle eficacia.

Estaban naciendo otras curvas que tanto nos hamesdido por su extrafia e impactante
apariencia y que, gracias a su tratamiento infaomahacen que Mateméticas y Arte se den la
mano otra vez y de una forma sorprendente.

Otra vez Mateméticas y belleza viajando juntadgabistoria; pues como dijo Hardy:

La belleza es la piedra de toque; en el mundo ng bt lugar permanente para unas
matematicas desagradables desde el punto de as#to®.
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