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En dltimo cuarto del siglo XX se ha desarrollado un nuevo punto de
vista sobre la descripcién de la naturaleza: la geometria fractal [1, 2].
Los objetos naturales son mas complejos que las formas de la geometria
euclidiana. Objetos vegetales como las coliflores presentan espirales a
muy distintas escalas, con partes de la planta presentando el mismo
aspecto que su totalidad [3], una propiedad denominada autosemejanza
por Benoit Mandelbrot. Los rios, con sus meandros y sus deltas, no son
simples lineas y observados en detalle presentan también el fenémeno
de la autosemejanza, pudiendo llegar a medir longitudes mucho mayores
que las que aparecen en los mapas [4].

Algunas de las caracteristicas de autosemejanza de los objetos natu-
rales pueden ser cuantificadas con un sélo nimero mediante la medida
de la dimensidn fractal del objeto en cuestion [5, 6.

Para este Taller de Matemaéticas se han elegido dos actividades practi-
cas para la medida de dimensiones fractales: (1) medir c6mo varian los
didmetros de unas bolas —esferas— obtenidas (i) arrugando hojas de pa-
pel de diferentes superficies, (ii) hojas de papel de aluminio [8, 9] v,
(2) observar cémo varia el peso de la concha marina de los moluscos
(i) Cerastoderma glaucum y (ii) Acanthocardia tuberculata, con su di-
mension lineal caracteristica [10].

Diametros de bolas de papel arrugado

Se toman hojas de papel de dimensiones [1xl2, se arrugan hasta formar
una bola —procurando hacerlo siempre de la misma manera— y se mide
el didmetro de la bola esférica resultante. En la Tab. 1 se muestran los
resultados obtenidos para dos series de experimentos de este tipo, uno
con hojas de papel normal y otro con papel de aluminio.



Figura 1: Bolas de papel arrugado
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Tabla 1: (i) Dimensiones lineales, I; y lo, de 7 hojas de papel rectangulares,
y didmetro, D, que presentan cuando son arrugadas en forma de bola esférica
(se miden dos didmetros). (ii) Dimensiones lineales, [ y l2, de 6 cuadrados de
papel de aluminio, y diametro, D, que presentan cuando son arrugados hasta
formar una bola compacta.

Si una masa igual a m = p(lixla) = pA, donde p es la densidad
superficial de la hoja de papel y A su superficie, se transforma en una
esfera homogénea, con m = prD3/6, donde D es su didmetro, se tiene
que

D o A%,

cond=1/3.

En la Fig. 2 se muestra la representacion grafica de In D frente
a In(lyxly) para los datos de la obtencién de bolas de papel arrugado
dados en la Tab. 1.

La dimensién fraccionaria obtenida, d = 0,40 + 0,04, no parece de-
pender ni del tipo de papel utilizado —se obtiene el mismo exponente si
se utiliza papel de aluminio, con esferas muy compactas— ni del proce-
dimiento para arrugar el papel —siempre y cuando sea el mismo para las
diferentes bolas— [8].

El inverso de d, § = 1/d = 2,5+ 0, 3, es la dimensién fractal de las
bolas, D = km!/®, y k = (1/p)"/? es una medida de la densidad promedio
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Figura 2: (i) Representacién grafica de Ind frente a Inljxly para los datos
de las hojas de papel arrugadas dados en la Tab. 1. Se obtiene el ajuste
Inm = —1,11 4+ 0,401In!. (ii) Representacién grifica de Ind frente a Inlj xls
para los datos de las hojas de papel de aluminio dados en la Tab. 1. Se obtiene
el ajuste Inm = —1,52+ 0,41 1In!

de estas estructuras fractales. La dimensién topoldgica de estas bolas
es Dy = 2, puesto que son equivalentes a superficies. Por otro lado,
las bolas se encuentran embebidas en un espacio euclideo de dimension
E=3.

Debido a que las esferas no son homogéneas —son superficies auto-
evitantes—, el diametro de las bolas arrugadas crece mas deprisa de lo
que aumentaria si fuesen esferas homogéneas. Un argumento que surge
del estudio de los polimeros [8] indica que el didmetro D escala con la
dimension lineal de la hoja de papel [ como

4
D=l"yv=——+
T B2
Si la masa escala como m = [2,
E+2

Da~m'/% 5= 2,5,
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que es el resultado obtenido.



Figura 3: Conchas de Cerastoderma glaucum (berberecho).

Crecimiento de conchas marinas

La forma en que las conchas de algunas especies de bivalbos crecen
proporciona cierta informacién sobre los hébitos y ecologia del animal
[10].

Se han recogido conchas marinas de dos especies diferentes, 9 conchas
de Cerastoderma glaucum (berberecho) y 8 de la especie Acanthocardia
tuberculata. Se ha medido una dimension lineal caracteristica —desde el
extremo maés agudo hasta la parte mas ancha— y su masa. En la Tab. 2
se muestran los resultados numéricos obtenidos.

n(i) m/g l/mm |n (i) m/g [/mm
1 04 107] 1 68 361
2 055 123 | 2 9,6 399
3 07 161| 3 121 421
4 08 169 | 4 14,3 46,4
5 12 21| 5 176 481
6 15 227 6 22,3 51,7
7T 33 280 7 30,5 55,7
8 435 301| 8 334 589
9 46 34,7

Tabla 2: (i) Masa, m, y dimensién lineal, [, para 9 conchas de mar de la especie
Cerastoderma glaucum (berberecho); (ii) Masa, m, y dimensién lineal, I, para
8 conchas de la especie Acanthocardia tuberculata.

La masa m de la concha —proporcional a su volumen V', si se con-
sidera que su densidad p es constante a lo largo del crecimiento de la
concha— varfa con la dimensién lineal | como

m= Al?¢,

donde d es un exponente —una dimensiéon— que puede proporcionar in-



formacién sobre la ecologia del animal.
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Figura 4: Representacién grafica de Inm frente a Inl para los datos de la Tab.
2. (i) Se obtiene el ajuste para Cerastoderma glaucum, lnm = —6,31+2,211Inl,
y, (ii) para Acanthocardia tuberculata lnm = —9,87 + 3,31nl.

En la Fig.4 se muestra la representacién grafica de Inm frente a Inl
para los datos de la Tab. 2.

Para un objeto de medidas LxLxa, si cada una de estas dimensiones
aumenta como aL, aL y a!Pa, siendo o lo que varfa una dimensién
lineal, el volumen aumenta como «*t?, con un exponente d = 3 + 3
mayor que 3. La dimensién fractal mayor de 3 se podria explicar pues
como un crecimiento adicional del grosor de la concha.

Una explicacién semejante ha sido dada por Bayne [7] que obtiene
una dimensién fractal de 3,5 para una poblacién del género Mytillus, que
es una especie que vive en zonas muy batidas, mientras que para una
poblacion del género FElliptia, una especie de agua dulce, se obtiene una
dimensién fractal de 2,65 [10].
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