¢, Cual es la estructura formal basica de las ciencias de
la naturaleza?

Preguntas que pueden responderse con Sl o NO (0 afir-
maciones gue pueden ser ciertas o falsas)

CALCULO PROPOSICIONAL (semejante a la 16g-
Ica, pero no es lo mismo como veremos)

A. Conjunto parcialmente ordenado (poset) L

Para algunos pares < b, Sia es cierto,b es cierto
(implicacion) con axiomas

l)a<aVvVacl,

2)a <byb < aimplicaa = b,

3)a <byb < cimplicaa < c,

B. Reticulo

Para todo pat, b € L existe

1) conjuncion: anbtalquea b<a,anb<b,c<
ayc=<bimplicac<anhb,

(ambas, a 'y b son ciertas)

2) disyuncion: aUbtalqueaJb>a,aub>b,c>
ayc> bimplicac>auUb,

(a es cierta 0 b es cierta 0 ambas son ciertas).

Se ve claramente la diferencia entre simple poset y reticu
con los diagramas de Hasse.

C. Reticulo completo

Si J es un indice y;di € J) cualquier subconjunto de
L, existen;a; tal que x< a; Vi € J& X <Ny

Esto implica la existencia deé = N,c;a (proposicion



absurda, siempre falsa)

D. Reticulo ortocomplementado (negacion)

VaelL da € Ltalque

1) (@) = a,

2)anNa=ao,

a<bsb<a

Esto, y la completitud, implican la existencia de | =
Usera (proposicion trivial, siempre cierta).

En fisica consideramos:SSistemas, estados y magni-
tudes (u obsrvables)

E. Estado

Es unaaplicacion : L — {0, 1} talquea < bimplica
v(a) < v(b). Se interpreta que v(a) = 1 gies cierta, v(a) =
O si es falsa.

Algunos autores llamafvgica a todo reticulo orto-
complementado y completo, pero esto puede llevar a con-
fusion. En la logica usual se consideran también proposi-
ciones a las afirmaciones acerca de la verdad o falsedad de
otras proposiciones. Por ejemplo la relaciom b < «a
seria una proposicion en la loégica, pero no en el “calculo
proposicional” que aqui consideramos. Las proposiciones
aqui consideradas se refieren siempre (al menos enfisica) a
valores de magnitudes, como por ejemplo ‘la altura de esta
mesa es menor de dos metros’.



En fisica clasica (y en otras ciencias) el reticulo de las
proposiciones tiene también la propiedad distributiva:

E Distributivo

aN(bUc) = (aNb)U(aNc), aU(bNc) = (aUb)N(aUc).

Un reticulo ortocomplementado, completo y distribu-
tivo se llamaalgebra de Boole. Es también la estructura
de los subconjuntos de un conjunto. La relacion (entre el
reticulo de las proposiciones y el de los subconjuntos) se ve
Intuitivamente considerando el conjunto de los estados so-
bre el reticulo y estableciendo una correspondencia biyec-
tiva entre cada proposicidom, € L, y el conjunto de los
estados en los quga) = 1. Entonces la relacion de or-
den,<, entre dos proposiciones corresponde a la inclusion
de los correspondientes conjuntos. La propiedad distribu-
tiva en el algebra de subconjuntos se ve claramente con los
diagramas de \enn.

Tambien la estructura de las proposiciones de la logica
usual es un algebra de Boole.



FISICA CLASICA FRENTE A FISICA CUANTICA

En fisica clasica (y otras ciencias de la naturaleza) el
reticulo de las proposiciones es, ademas de ortocomplemen-
tado y completo, distributivo. Pero en fisica cuantica no es
asi porque, en un determinado contexto experimendal,
es posible asignar un valor de verdad a todas las proposi-
ciones gque tienen valor de verdad en otros contextos. Por
ejemplo la proposicion: ‘hay un electron en el punto x =
0’ es cierta o falsa en determinado contexto experimental,
pero no es posible decir si lo es en otro contexto. ( No se
trata de afirmaciones siempre sin sentido como ‘esta mesa
es jueves’). La mencionada imposibilidad es lo que hace
tan extrafa a la teoria cuantica.

Una de las soluciones que se han propuestolégdea
trivalente, donde las proposiciones pueden ser: verdaderas
falsas o sin sentido en un determinado estado. Otra solu-
cion fué propuesta por G. Birkhoff y J. von Neumann en
Annals of Matematics, 37, 823 (1936). La llamaiénica
cuantica, llegando a afirmar que es mejor que la logica
usual. (Pero hoy se tiende a decir que no es unaldgica, sino
un calculo proposicional y que la l6gica usual es valida tam-
bién en lasleducciones hechas en fisica cuantica).

Luego veremos de donde dedujeron Birkhoffy von Neu-
mann sus conclusiones.



Pobabilidad (que en fisica llamamos estado)

Mas general que el ‘estado puro” definido por la apli-
cacionv : L — {0,1} arriba mencionada es el ‘estado
mezcla’ definido como una aplicacion

p: L — [0, 1] con los axiomas

1) 0<p(a)< 1,

2) p(¢) = 0, p(I) = 1,

3) si{a;} es una sucesion tal qug < a; para todos
los pares j# k, entonces . p(a;) = p(Ua;),

4) para toda sucesiofu;}, p(a;) = 1V & implica
p(Na;) =1,

5) (a veces se incluye, pero no siempre) gila existe
un estado p tal qug(a) # p(b).

Si se define sobre un algebra de Boole, estos axiomas
se reducen alos usuales de la probabilidad (de Kolmogorov).
Si se definen sobre un reticulo de proposiciones cuanticas,
se llama probabilidad cuantica. (Hay congresos que suelen
anunciarse como QP-PQ, quantum probability-probabilité
guantique).



¢,De donde procede todo esto?

Werner Heisenberg en 1925, con base en resultados em-
piricos y teorias previas (en particular el modelo de atomo
debido a Niels Bohr) propuso asociatidros de numeros a
las magnitudes. Inventd unas reglas de suma y de multipli-
cacion de esos cuadros, que su profesor Max Born iden-
tifico como la teoria de las matrices, ya conocida de los
matematicos pero no de los fisicos. Propusieron que los
valores posibles de las magnitudes son soluciones de ecua-
ciones de valores propios como

Eu = A\u,
dondeFE esuna matriz cuadrada (real simétrica o compleja
hermitica), que represenima magnitud fisica, u eSuna
matriz columna, que representé estado del sistema, y )\
un numero real, que el valor que se obtiene al medir la
magnitudE en ese estado.

Erwin Schrddinger en 1926 propuso, independiente-
mente, una ecuacion anéloga pero ahora u(z,y, z) €s
una funcion yE un operador (que transforma una funcion

en otra). Por ejemplo, en una dimension podria ser

d2
E = —— +2° (ec. de Hermite : Eu = \u.)
dx?



Paul A. M. Dirac en 1926 propuso una unificacion en
la queu es un vector de un espacio vectorial sobre los com-
plejos yE un operador lineal (autoadjunto) en ese espacio.

Esolleva a que el formalismo matematico de la mecanica
cuantica sea el de lagpacios de Hilbert que son espa-
cios vectoriales sobre los complejos, posiblemente de di-
mension infinita, con ciertas propiedades topoldgicas que
Nno enunciaré. Se postula que a cada sistema fisico se asocis
un espacio de Hilbert, a cada magnitud (que se suele lla-
mar ‘observable’) se asocia un operador (autoadjunto) y a
cada “estado puro’ un rayo del espacio (es decir, un sube-
spacio unidimensional). Por eso se suele decir que el es-
pacio de la mecanica cuantica es el de Hilpettyectivo,
porgue todos los vectores multiplos de uno dado represen-
tan el mismo estado. A un “‘estado mezcla’ se le asocia un
operador autoadjunto, positivo y de traza unidad (esos op-
eradores se llaman “operadores densidad’).



Para aclarar esto usaré un ejemplo en el que el espacio
vectorial es de dimension finita (entonces es con seguridad
espacio de Hilbert). Un sistema fisico cuyo espacio vec-
torial sea de dimension dos se llamaqarbit (en el con-
texto de la teoria de la informacion cuantica, hoy muy de
moda). Sus (infinitosszados puros posibles son los vec-
tores ¢, B) (cona,B € C) unitarios, es decir tales que
la|”+|8|” = 1. Los observables posibles son todas las ma-
trices hermitica8 x 2, las cuales se pueden escribir siempre
como combinaciones lineales con coeficientes reales de las
4 matrices

;_(10 (01 (0] (10"
“\lo1)" " 10)7 \H40)7 (01,

gue puede decirse constituyen una base dadasrniones
de Hamilton. Las tres ultimas suelen llamarse matrices de
Pauli. Los posiblesstados mezcla son las matrices de la
forma : .
P = 5[4—5;7"]'0']', ]: 1,2,3, T‘j ~ R,

con Zj r? = 1. Se puede comprobar queasi definida es
hermitica (su traspuesta es su compleja conjugada), tiene
traza unidad y es positiva, es decir, sus dos valores propios
sSon nNo negativos.

i COMPROBAD ESTAS PROPIEDADES!



Birkhoff y von Neumann en 1936 asociaron las proposi-
ciones cuanticas con operadores de proyeccion o, lo que es
equivalente, subespacios del espacio vectorial (de Hyiber

P? = P, valores propios:{0, 1} .
Con la relacion de inclusion como relacion de orden, se ob-
tiene un reticulo no distributivo (I6gica cuantica). SiAy B
son subespacios (proposiciones), la conjuncion es el mayor
subespacio contenido en Ay B, la disyuncion es el menor
subespacio que contiene a los dos.

iEN EL ESPACIO DE DIMENSION 2, COMPROBAD
QUE LOS RAYOS (mas el vector nulo que es la proposicion
absurda y el espacio bidimensional que es la trivial) FOR-
MAN UN RETICULO ORTOCOMPLEMENTADO Y COM-
PLETO! (sia es un rayog’ es el rayo ortogonal).

iCOMPROBAD, USANDO TRES VECTORES NO
COLINEALES, A, B, C, QUENO SE CUMPLE LAPROPIED
DISTRIBUTINA!

Ejemplos: ¢Cual es el valor del observableen el
estado definido por el vector unitaria,(3) ?. Respuesta:

Es 1 sija| = 1 (y, por tanto,3 = 0), es -1 si|3| = 1 (y, por
tanto,a = 0), no estéa definido en los demas casos.

En la “logica’ de Birkhoff y von Neumann la afirma-
cion ‘el valor deo, es 17, ¢ en qué estados es cierta?. Re-
spuesta: si, y solo sie| = 1 (y, por tanto,G = 0).



Consecuencias

1. Hay proposiciones cuyo valor de verdad no esta
definido (o hay que tomarlas como falsas por definicion,
B&VN).

Los valores de las magnitudes no “preexisten’, “‘emer-
gen’ al medir

Paradojas . ¢ Esta la Luna ahi cuando nadie la mira?

2. La medicion perturba al sistema de forma incontro-
lada.

Esto mas el teorema de “no-cloning’ se aprovecha en
criptografia cuantica.

3. Principio de superposicion:. Siaq Yy as SoOn estados
posibles e H), también lo es; + as (€ H).

Esto explica las interferencias en los experimentos de
‘dos rendijas’.

Ejemplo de la pantalla a la que se dispara.

Paradojas . El gato de Schrodinger.

4. El entrelazamiento (‘entanglement’): Hay estados
de dos cuerpos del tipo
a1b; + asby
gue no tienen analogo clasico; se trata de aprovechar
en computacion cuantica.



Ejemplo: ecuacion de Hermite

—+()\—:1:2)u:0, u—0siz— £

soluciones graficas en Dicke, pag. 62
Solucién analitica

1
u(r) = H(x)exp (—5332) :
H, (z) = Polinomios de Hermite

Hy(x) =1, H(z) =2z, Hy(x) = 42° — 2, ...



d*u 5
—+()\—a:)u=0, u—0siz— +oo

dx?
SOLUCION ALGEBRAICA
Definimos p
Rj: = —d_ + X,
se ve que t
d d d?
R, R u(x) = (—% + a:) (—% — aj) u(z) = d—;;—xquru
d d d?
R_Riu(x) = (—% — a:) (—% + :c) u(x) = d—;;—x2u—u
Definimos
d2
E .= —— +2°, Hermite : Eu = \u.
_ dx?
y se tiene

R R =R R, +2=1—-FE.
Fu, = \u, = ERiu, = (A, £ 2) Riu,,.
R son operadores d&calera, R, desubida y R_ deba-
Jjada.

ComoA > 0 (si no% tendria el mismo signo queg lo
que implicariau — oo cuandar — +oo) , debe existir un
valor propio minimo ), cuya funcion propiay, cumplira

ER_UO = ()\() — 2) R_UO,
gue solamente es posible si

d
R_UO:O@—ﬂ—xuon,
dx



cuya solucion es

Uy = exp 2:1; :
de donde

R.R_uy= (1 —E)’LLQ =0= N\ =1.
Las restantes soluciones son

o n 12 - d " 12
U, = (Ry) exp( 2:1:)—( daz—i_x) exp( 2:1;),

y sus valores propios asociados
A=1,3,5,7, ..



