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Fractales: La geometría de la naturaleza

1. Descripción de los objetos naturales.

2. ¿Cuánto mide la costa de Gran
Bretaña? Entrevista con Benoit
Mandelbrot.

3. Cálculo de la dimensión fractal de
un objeto. Fractales regulares.

4. Taller. Dimensión fractal de bolas de
papel arrugadas y de conchas marinas.



La aplicación simple de la geometría
euclidiana no es capaz de describir
muchos objetos que aparecen en la
naturaleza, como, por ejemplo, la

forma de una nube, una montaña, un
árbol, un rayo o una costa.

Fractales:
La geometría de la naturaleza



Una nube no es una esfera

Con muchas esferas de diferentes
tamaños se puede intuir una nube



Una montaña no es un cono

Con muchos triangulos de diferentes
tamaños se puede sugerir una montaña



Los árboles no son cilindros

Con muchos rectángulos de diferentes
tamaños se puede sugerir un  árbol



El rayo no es rectilíneo



Las costas no son rectas.
Tampoco los ríos o las fronteras son rectas.



Katsushika Hokusai (1760-1849).
La gran ola (De la serie, 36  vistas del Fuji).

Repeticiones de escala en el arte



Hokusai. Tormenta de verano en el monte
Fuji (Una vista del Fuji).



Hokusai.
Catarata  Amida



Katsushika Hokusai.
Catarata Kirifuri, en
el monte
Kurokami en la
provincia de
Shimotsuke



Hokusai.  Catarata  Amida



Hokusai.  Catarata  Kirifuri.



Hokusai.
Una vista del monte Fuji

Hokusai.
Una catarata en Aoigaoka



Hokusai. Una vista del monte Fuji



Hokusai. Una vista del monte Fuji



Las formas naturales son tan irregulares y
fragmentadas que, en comparación con la

geometría euclidiana, la naturaleza presenta
un grado superior de complejidad.

El número de escalas de longitud de las
distintas formas naturales es, a efectos

prácticos, infinito.

La geometría de la naturaleza



¿Cuánto mide la frontera entre

Portugal y España?

Para los portugueses, 1214 km,
para los españoles 987 km.

Lewis Fry Richardson, 1925

¿A qué se deben esas
diferencias?

Principalmente a que España es un país
más grande que Portugal y a que sus

mapas tienen una escala mayor, es decir,
con menor

precisión en los detalles.



¿cuánto mide la costa de Gran Bretaña?

200 m

20 m

La pregunta que planteó  en 1970  Mandelbrot fue:



http://www.iemar.tuwien.ac.at/modul23/Fractals/

1:6.000.000 1:20.000.000 1:80.000.000

A medida que disminuye  la escala,
se van perdiendo detalles más finos.

La costa de Gran Bretaña e Irlanda



Oasis  (matemático) rodeado de desierto.
¿Cuánto mide la frontera  de este oasis?

Conjunto de Mandelbrot



Conjunto de Mandelbrot

(0,0)



Conjunto de Mandelbrot

Punto c en el plano complejo

¿Pertenece al Conjunto de Mandelbrot?

Nuevo punto en el plano complejo

Se calcula su módulo



Se calcula su módulo

Condición



Si después de 100 (1000) iteraciones, el módulo
nunca ha superado 2, se considera que el punto c

pertenece al Conjunto de Mandelbrot, y se pinta de
negro.



Explicar cómo se han producido
algunos de los fractales expuestos

Mandelbrot on Cocoa
Tener el algoritmo es como tener todos los mapas



Escala 1:1000

Conjunto de Mandelbrot



Escala 1:1000



Ampliación del mapa



Escala 1:200



Escala 1:200

305 unidades



Escala 1:40

3100 unidades



33505 unidades

Escala 1:8



Escala 1:8





Entrevista con Benoit Mandelbrot



Conclusión 2: la costa del conjunto de Mandelbrot, la costa de
Inglaterra, cualquier costa,  tiene una longitud infinita.

Conclusión 1: La costa del conjunto de Mandelbrot, cualquier
costa,  presenta --casi--  un aspecto similar a cualquier escala

de observación.



¿Cómo puede caracterizarse la rugosidad de una
costa o de una frontera?

No por su longitud, que siempre es infinita.

Se desearía poder disponer de una medida que distinga
entre la rugosidad de la costa de Noruega, que uno sospecha alta,

y la de la frontera de Arizona, que uno sospecha baja.



Dimensión de un objeto

Los objetos del mundo físico-matemático euclidiano pueden ser
puntos, dimensión 0, unidimensionales (líneas rectas),

dimensión 1, bidimensionales (superficies lisas), dimensión 2,
tridimensionales  (volúmenes

compactos), dimensión 3.

¿Cómo  se mide, en general, la dimensión de un objeto?

La dimensión es un buen índice para distinguir
la naturaleza espacial de un objeto

(Lo bueno de los matemáticos es que, a veces,
se hacen  preguntas que  los demás  sabemos
responder --siempre que no nos pregunten--.)



Cálculo de la dimensión Hausdorff-Besicovich de un objeto

Se elige una unidad de medida, un cubo de lado r1, y se mide el
número de unidades que son necesarias para  cubrir el sistema,

por completo obteniéndose el valor N1.

La unidad de medida se reduce, por ejemplo, a la mitad, r2=r1/2,
y se mide el número de las nuevas unidades que ahora son

necesarias para recubrir el sistema, N2.
La unidad de medida vuelve a reducir, r3=r2/2, y se mide el

número de las nuevas unidades que ahora son necesarias para
recubrir el sistema, N3.

El objeto tiene dimensión Hausdorff-Besicovich d



Unidad 1, 1 elemento

Unidad 1/2, 1 elemento

Unidad 1/4, 1 elemento

Dimensión de un punto

l

l/2

l/4

Un punto tiene d=0



Unidad 1, 9 elementos

Unidad 1/2, 18 elementos

Unidad 1/4, 36 elementos

Dimensión de una línea recta

Una recta  tiene d=1



Dimensión de una superficie

Unidad 1, 28 elementos



Dimensión de una superficie

Unidad 1/2, 112 elementos

Una superficie  tiene d=2



Unidad 1, 14 elementos

Contaje de cajas (box counting)

Dimension de un rayo



Unidad 1/2, 33 elementos



Unidad 1/4, 79 elementos



El número de cajas necesarias  para cubrir
la imagen del rayo crece con la disminución de la

unidad de  medida más rápido que si fuera una línea
recta, pero más lento que si fuera una superficie.

Dimensión fractal.

Este rayo   tiene d=1,32



Dimensión fractal

La dimensión fractal proporciona, con un sólo
número, mucha información sobre el

objeto. Si la dimensión fractal está próxima
a 1, entonces el objeto será muy parecido a una

recta, si está próxima a 2, será semejante
a una superficie, etc. Dimensiones fractales

intermedias, 0,5, 1,5, 2,5, etc, caracterizarán
sistemas complejos.



Dimensión fractal de la costa de Australia d=1,15



Dimensión fractal

del río Vístula d=1,31



Río Amarillo
(China)



Delta del
río Lena (Siberia).



Curva de Koch

Una curva de longitud infinita encierra una
superficie de área finita.

Dimensión de objetos matemáticos



4 unidades

1

1 /3

16 unidades

1 /9

64 unidades

256 unidades

1024 unidades

1 /27

1 /81

Curva de Koch



Curva de Koch
dimensión fractal

d=1,26

Cuando la unidad disminuye
en 3, el número de unidades
para recubrir aumenta en 4.

Dimensión fractal d=1,26



Dimensión de objetos matemáticos

1; 1

3; 5

9; 25
Cuando el radio  aumenta en

3, el número de unidades
que recubre aumenta en 5.

Dimensión fractal d=1,46



Difusión limitada por agregación (DLA)

Dimensión de objetos
obtenidos por simulacion por ordenador



Fractal
La mejor manera de definir un fractal es a través de

sus atributos: un fractal es rugoso, lo que significa que no es

suave en ningún sitio; es autosemejante, es decir,  sus partes

tienen el aspecto del todo; se desarrolla mediante iteraciones,

lo que significa que se obtiene por aplicaciones sucesivas;  es

complejo, pero se puede describir mediante algoritmos

sencillos (lo que significa también que detrás de muchos

objetos naturales rugosos hay cierto orden).



Montaña fractal rugosa, autosemejante, obtenida  mediante
iteraciones  de  algoritmos sencillos, y que constituye un

objeto complejo,  detrás de cual  hay cierto orden matemático.



Autosemejanza

En un fractal las partes menores tienen el aspecto

del todo.



Autosemejanza en el Conjunto de Mandelbrot



















Curiosidades

- Fractales en arquitectura: poblados africanos.

- Fractales en pintura moderna: variación de la

dimensión fractal en los cuadros de Pollock con la

edad.





Poblado Ba-ila





Autose-
mejanza

en la
obra de
Pollock

Autose-
mejanza

en un
árbol



La dimensión fractal de la obra de Pollock aumenta
con la edad del artista-pintor.



La dimensión
fractal de las

esquinas de las
gotas de

pintura en las
obras de

Pollock es
mayor

que en la de
otros artistas.



Fractales en seres vivos

¿Por qué son las formas fractales tan frecuentes en
la realidad viva?

¿En qué favorece la fractalidad a un individuo vivo
para que éste siga vivo?



Fractales en Fisiología

Modelo de pulmones



Estructuras del intestino  delgado

O, cómo conseguir una superficie (casi) infinita

en un  volumen finito. d = 2,2



Ritmo cardíaco

A mayor dimensión fractal, corazón mas sano



Vasos sanguíneos del corazón



Vasos sanguíneos del corazón



La esfera  protege, el hexágono pavimenta,
la espiral almacena, la hélice agarra, el ángulo
penetra, la onda comunica, la parábola emite

la catenaria sostiene.

Importancia de los fractales en  la naturaleza

El fractal coloniza

Las formas  en  la naturaleza



La fractalidad coloniza.
Es una manera de llenar el espacio, de crecer,

manteniendo cierta continuidad entre las diferentes
partes, una continuidad por donde puede circular

un líquido como la sangre o un gas como el aire.

A gran escala se tiende a la esfericidad, pero  a
menor escala, a la escala en la que se intercambian

gases, líquidos, calor, nutrientes, etc., se tiende a las
estructuras fractales.

Importancia de los fractales en  la naturaleza



Taller

- Variación del peso de una concha con su

dimensión lineal.

- Variación de la dimensión lineal de una bola de

papel arrugado con la masa.







Bolas de papel arrugado.

Dimensión característica l. Masa m

m = L^2



Bolas de papel de aluminio arrugado.



Dimensión fractal en bolas de papel arrugado

Esta dimensión fractal, 0,40,  es mayor que la esperada
para bolas homogéneas, 1/3.

Aluminio

Papel





Conchas de
Cerantoderma Glaucum



Dimensión característica l.

Masa m

Concha  de
Acanthocardia tuberculata



Cerastoderma glaucum

Acantocardia tuberculata

Esta dimensión fractal de 2,2 indica que Cerastoderma
glaucum, un molusco de zonas tranquilas, crece casi
como una superficie. La dimensión 3,3 indica que
Acantocardia tuberculata, una especie de zonas
batidas, aumenta su grosor más rápido que su

superficie
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