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ALGUNAS “F1CcCIONES” PUBLICITARIAS

Vivimos Tiempos Digitales de la Informatical.

Ubicuidad del universo digital (estd presente en todos los dominios de
la vida....)

Creencia en el poder Omnimodo de la Computacion...

TDigital: del dedo



Hay algo “incompleto” en estos pensamientos.

Son pensamientos “simplistas”

SOLO ES PUBLICIDAD!!

tUno no debe creer todo lo que se dice en los pulpitos, en las catedras vy
en la Tele...



Big Fact:

La informatica es un instrumento tutil, pero tiene sus LIMITA-

CIONES.
Little Fact:

La informatica representa el tinico caso de la Historia de la
Ciencia en el que el Modelo Matematico antecede al objeto
fisico.

Por eso la Matematica debe cuidar su responsabilidad para con la in-
formatica.



ALGUNAS LIMITACIONES FUNDACIONALES

(Turing, 1936]: La informatica es incapaz de manipular nimeros reales
computables. (Sobre la existencia y computabilidad de R)

Ergo, los estudios y métodos del analisis mateméatico (EDO’ EDP’s,
Aproximacion, etc...) no son susceptibles de ser manipulados por un
ordenador: el anglisis es continuo la computacién es discreta.’

(Godel, 1933]: Hay preguntas enunciables sobre los ntimeros enteros y
naturales que tienen respuesta demostrable (son Teoremas), pero no

tienen tratamiento computacional.

5Atun en [Demmel, 2005] el autor intenta entender qué y cémo hacer
analisis numeérico bien fundamentado.



Limitaciones menos duras: Eficacia



Balanzas y Monedas



EFICACIA.

Problemas faciles con monedas falsas.

[La Falsa Moneda]Dadas n monedas de igual aspecto y una balanza,
sabiendo que s6lo una es falsa (en peso), encontrarla.



EFICACIA.

Problemas faciles con monedas falsas.

[La Falsa Moneda]Dadas n monedas de igual aspecto, sabiendo que
s6lo una es falsa en peso, encontrarla.

Usando una balanza, bastara con hacer

logn + 1,

comparaciones.



EFICACIA.

Problemas faciles con monedas falsas.

[La Falsa Moneda]Dadas n monedas de igual aspecto, sabiendo que
s6lo una es falsa en peso, encontrarla.

Usando una balanza, bastara con hacer

logn + 1,

comparaciones.

Y no se puede hacer con menos pesadas !!.



Otras variantes.

[La Falsa Moneda]Dadas n monedas de igual aspecto, sabiendo que,
a lo sumo, hay una falsa, detectarla.

[La Mas Falsa de Todas| Dadas n monedas de igual aspecto, detectar
la mas pesada.

[Muchas monedas iguales|Dadas n monedas, decidir si k de ellas
son iguales.



EL CAMBISTA.

[Las Monedas Auténticas que no consigo cambiar]

Un viajero ha pasado su vida recorriendo el globo. En su cuarto se
amontonan piezas de monedas, de ésas que nunca nos cambian en
los aeropuertos, de aspectos y valores muy diversos. Un cambista de
Brooklyn, esta dispuesto a cambiarle las monedas por doélares con una
condicion: sélo le cambiara monedas por valor de cinco mil délares en

billetes.



EL CAMBISTA.

[Las Monedas Auténticas que no consigo cambiar]

Un viajero ha pasado su vida recorriendo el globo. En su cuarto se
amontonan piezas de monedas, de ésas que nunca nos cambian en
los aeropuertos, de aspectos y valores muy diversos. Un cambista de
Brooklyn, esta dispuesto a cambiarle las monedas por dolares con una
condicion: sélo le cambiara monedas por valor de cinco mil délares en
billetes.

Después de varios intentos infructuosos, prolongados durante varios
anos, el viajero reconoce que no puede seleccionar esas monedas. Pide
ayuda a sus amigos, que también fracasan, éstos a sus conocidos y asi
hasta dar con un matematico. A la sazoén el cambista ya no estd in-
teresado en las monedas del viajero y a éste sélo le queda la curiosidad
de entender el porqué de tantos fracasos para una tarea aparentemente
tan sencilla.



MONEDAS, VENTANAS Y MOCHILAS

[Fabricante de Ventanas]|

Medidas de todas las ventanas de un edificio (casi todas distintas):
Llyeoesysn.

Comprar barras de Aluminio (cada una de 6 metros de largo).
Ajustar las medidas para no perder mas de 10 cm de barra

por corte.

[Mochilas]
Diversos productos en un almacén xq, ..., zn.
Camion de reparto con una capacidad (3 Tm).

Tratar de cargar el camién en algin viaje sin dejar huecos

vacios.



FuNnciONES DE COMPLEJIDAD EN TIEMPO

Teorema |Cook, 1972]
Nadie en el mundo sabe resolver el problema de las monedas del viajero
sin hacer 2™ pruebas, donde n es el numero de monedas.

Funciones de Complejidad. Relacionan el tamano de los datos con
el numero de pasos de calculo,
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MEDIANTE UNA TABLA

El mejor ordenador existente (Blue Gene/L de IBM)
Segun el Topb00 de Supercomputing fuciona a una velocidad de
entre 28.107 Mips (experimentales) y 36.107 Mips.



El mejor ordenador existente (Blue Gene/L de IBM)

MEDIANTE UNA TABLA

Segun el Topb00 de Supercomputing fuciona a una velocidad de

entre 28.107 Mips (experimentales) y 36.107 Mips.

n—10 n—>50 n— 100 n—150
Tiempon/2 | < 1 Nanos | < 1 Ns < 1 Ns < 1 Ns
Tiempo n> | < 1 Nanos | < 1 segs. < 1 segs. < 1 segs.
Tiempo 2" | < 1 Nanos | < 1/13 s | > 10% Anos | > 10”2 Mill. Anos

Hay miles de problemas “sencillos” cuya funcion de complejidad es mu-

cho peor que 2" irremediablemente.




EXPLICAR EL FENOMENO

Un pequeno resumen de su historia.

A través de un sencillo y clasico problema de Algebra.

Ecuaciones Polinomiales.



PoLINOMIOS

Son las funciones mas inmediatamente computacionales:

Solo requieren saber sumar,restar, multiplicar y ... ni siquiera hay
que saber dividir.

Y, sin embargo, son capaces de producir grandes “malformaciones”
cientificas.

Han sido usados como “aproximacion” a la verdad.

Y, sin embargo, han sido la fuente de gran parte del pensamiento
matematico.

Han sido negados en muchos procesos de modelizacion.

Y, sin embargo, se acude a ellos cuando se quiere modelizar con la
ayuda del ordenador.



EL CHISTE DE LOS POLINOMIOS

Un polinomo define una funciéon “evaluable” de muchas maneras:

f.C" —C.

fi=> auXit---Xhn,
peN"

con todos los a; nulos salvo un conjuno finito.

O sea, f se puede calcular con un numero finito de sumas, restas y
multiplicaciones de constantes y valores de las variables Xq,..., Xp.



ESs FACIL IR...

Dado =z € C", es posible y facil hallar f(x) € C.



Es FACIL IR...DIFICIL VOLVER

Dado =z € C", es posible y facil hallar f(x) € C.

Dado b € C, es dificil hallar 7—1(b).



GEOMETRIA ALGEBRAICA.

Conjunto algebraico:

V € C" dado mediante:
V= 1), fmt ().

F:=(,...,fm):C" —C™

VvV =F1()

Una pregunta simple:
Cual es la “pinta” de un conjunto algebraico?



UNO/TRES EJEMPLOS SIMPLES:

X2 4+Y2472=¢.
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EJEMPLOS DE SINGULARIDADES: PARAGUAS DE WITHNEY

72 —yzz = 0.




EJEMPLOS DE SINGULARIDADES: CUBICA DE CAYLEY

A(z° + y° + 2°2) 4+ 16ayz — 1 = 0.




EJEMPLOS DE SINGULARIDADES: KUMMER

—(1-vV2x—2)(L+ V2 — 2)(1 —V2y + 2) (1 + V2y + 2)+
+(@2 +y?+22-1)2=0.



QUE DIFICIL ES SABER LA PINTA CUANDO UNO VUELVE DE UN POLINOMIO!

y? =23 4+ 22 4+ bz + 2b
b=0b=01b=-0.05b=-0.112



Los Casos “Faciles”: n=1 o deg(F)=1.



(GAUSS YA...

El Caso deg(F)=1:

Sitemas de Ecuaciones Lineales:

AX = B?,

Gauss y Wilhelm Jordan ya....

o puede que no.... Algebra Lineal Numeérica o Simbdlica.



ELcason =1

Input: Un polinomio Univariado

Fi=X"4a, 1 X" 14...

Output: Una (o todas) raiz.

¢, f()=0.



ALGUNOS PERSONAJES

Scipione del Ferro (1465-1526)

Tartaglia (1500—-1557) Cardano (1501-1576)



ALGUNOS PERSONAJES

R = F. Viete (1540-1603) El Abogado.

Aunque no se sabe bien qué ventajas aporta la resolucion por radicales,
llegan hasta ecuaciones de grado 4.



N. ABEL (1802-1829)

Démonstration
de Vimponibilité de o résolution générale dew dquations du
cinquitme degré-

—_ e

Les pomdtres ve wont besuooup cccupds de la résalntion géndrdle
des équations slgébriques, et plusieurs demire eex ony chevché § oo
prouver fimpossibilitd ; wais 5i je e me trompe pas, o o'a pas y
Teussi jusqud présent.  Jose donc esperer que les glombtrer vaulem
tecerqir avec bienvzillunce o¢ mémoire qui a ponr but de remplir cot.
te luune demy la théorie dex équations algéheiques.
Soir ’ .
A LR e PR A dp—e=7
Iéquation générale du cinquitme. dégré et wupposonn qu'elle est ré-
wlible algfbriquement cest-ddire quon pent exprimer y pir uee
fonction. den quantités a6 ¢ o et e, formée par dee radiesur, 0 est
clair qu'on peut dans ce cas merre y sous cette forme:

i 1. g

Y=pEp REAp R f pui B
m dant i nomhee promier et R pop, po oete des fonetions de la
méme forma que y, et ainsi de suite jusq’ & e qu'on parviendsa 2 des

fonctions ratiounelles des quantits @ & e d et o On peut amssi sup.
poser qu'il st impossible d'ewprimer R':'; par une foniction ratiennalle
sdes quantitdy 4 f Tt p py Py UG, €1 6B Metunt Pn? au lien de & i
et clair guon pent fire po=xr, On oura dome:

By ol 2t
!”3?‘!"3"'}'&3"5‘-”}3-—1 K=

Hay ecuaciones de grado mayor que cinco que no son resolubles
por radicales!!!!.



GALoIs (1811-1832)

Evariste Galois (1811-1832)

Dos dibujos de E. Galois, el segundo de 1848 por su hermano
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E. Galois, “ Mémoires...”

Si maintenant vous me donnez une équation que vous aurez choisie a
votre gré et que vous désiriez connailtre si elle est ou non soluble par
radicaux, je n’aurail rien a y faire que de vous indiquer le moyen de
répondre a votre question,...

sans vouloir charger ni moi ni personne de le faire. En un mot,
les calculs sont impraticables.



Galois ha descubierto la eficacia o complejidad de algoritmos.



Galois ha descubierto la eficacia o complejidad de algoritmos.

Ejemplo:Para un polinomio de grado 15, se necesita (con probabilidad
1, un espacio vectorial de dimensién

1012,

Hay problemas Tratables y problemas Intratables por la dificultad de
sus calculos.



Galois ha descubierto la eficacia o complejidad de algoritmos.

Hay problemas Tratables y problemas Intratables por la dificultad de
sus calculos.

Ejemplo:Para un polinomio de grado 15, se necesita (con probabilidad
1, un espacio vectorial de dimension

1012,

Pero... Qué es “calculos”?



Hasta 1933, los matematicos (ni siquiera habian
imaginado) que no sabian lo que es un algoritmo,



- République :
Démogcratique .

. du CONGO

Problema X de Hilbert

Dar un algoritmo que decida si una ecuacion polinomial tiene
soluciones racionales.

Una ecuacion polinomial y muchas variables.



DoOS VISIONARIOS Y UNO QUE LES COMPRENDIO

—_—
—

e
——

K. Godel A. Turing A. Church



LA Tgsis bE CHURCH

Un “algoritmo” es una maquina de Turing.

MEMOEY DAL

SCANMNER

LOGICAL CONTROL

Dibujo de Lee Manovich
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Lo importante no es la maquina (hardware), sino el “pro-

grama” (software)

Una hojita de papel donde se encuentran las descripciones de las op-
eraciones a realizar segin las “configuraciones” que se nos presentan.



La Importancia del Invento.

Escenario:
Segunda Guerra Mundial.
Batalla de Inglaterra: Sitiada por mar y por aire...

Hay que predecir los ataques alemanes, interceptando sus medios
de Comunicacion.

El Proyecto Ultra de Churchill.



BASIC
eAILY
SETTING

ErunD)

WINDOW
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LIGHTS
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STECKER

Lorentz de 12 rotores



Blecthley Park



“Hut 4 originally -
used for Naval
intefligence.

*low contains the
bar & restaurant

Un barracon restaurado para turistas



Un “verdadero’” barracdn de trabajo



LLa casa de Turing



Una foto de la época de Colossus



Un intento de reconstruir Colossus



Y DESPUES DE COLOSSUS

ENIAC, Mark I y II,....IBM...MaclIntosh....Linux....
La Era de los circuitos de silicio (Ingenieria).
En Matematicas: la Computacion Numérica, la Computacién Simbdlica....

Pero seguimos sin saber por qué no se pueden resolver problemas como
las monedas del viajero o las ventanas de aluminio en los super-ordenadores



EL CONCEPTO DE COMPLEJIDAD

Stearns y Hartmanis (60's): La maquina de Turing como
patron de medida.

Cook y Karp (70's) : Descubrimiento de la Frontera de la
Intratable.

Rivest, Adleman, Sharir (70's): De cuando la Complejidad se
vuelve util.

Solovay—Strassen, Miller—Rabin (70’s): Probabilismo como al-
ternativa utilizable.



EL MUNDO AL REVES: RSA

Hecho 1.- Nadie en el mundo sabe factorizar numeros enteros
de manera tratable!

Hecho 2.- Se pueden encontrar primos grandes de manera prob-
abilista (o determinitica—desde 2002) tratable!

La Fortuna de algunos:
Usemos el Teorema Pequeno de Fermat para la Criptografia....

R.S.A.

N.B.- No enseinemos a |los chicos a hallar el maximo comun
divisor mediante factorizacion. Es un crimen de lesa comple-
jidad!!



VARIAS INTERPRETACIONES DE LAS IDEAS DE COOK

Garey—Johnson...0 cOmo conservar el empleo.
Cook.... o0 cOmo encontrar a alguien en una fiesta.

Wiles...o como dar un millon de dolares por resolver un prob-
lema.

Problemas NP-duros.
(La Frontera de la Intratable)



JERARQUIA DE PROBLEMAS

PROBLEMAS INTRATABLES PARA LA COMPUTACION
(Tiempo mayor que exponencial)

LA FRONTERA DE LO INTRATABLE
(NP-completos y NP-duros)

PROBLEMAS TRATABLES
(Tiempo polinomial)




DEMASIADOS PROBLEMAS EN LA FRONTERA

Desde los primeros resultados de Cook y Karp, han aparecido
montones de problemas en esa frontera.

Problemas de Grafos: CLIQUE, Hamiltonian Circuit,...

Problemas de Optimizacion: Integer Programming, Knapsack,
Travelling Salesman,...

Problemas de Logica: SAT, 3SAT...
Problemas de Cdédigos: Separation,...

Problemas en cualquier ambito de la Computacion....






FAcCIL DE VERIFICAR




Y s1 WALLY NO ESTA?

duro.

Entonces el Problema es NP



UN PROBLEMA QUE LOS CONTIENE A TODOS

Nullstellensatz de Hilbert—Kronecker
Dados polinomios multivariados f1,..., fs € C[X1,..., Xn],

Decidir si poseen alguna solucién en comun

2 € C", fi(2) =0, 1<i<n?

Es un Problema NP-duro y toda la frontera esta constituida

N.B.- NoO suspendamos a nadie que no discuta bien sistemas
de ecuaciones lineales con dos o mas parametros si...No se la



UN EJEMPLO : KNAPSACK (MOCHILA)

Tenemos n monedas de valores m1q,...,mn

Un cambista quiere cambiarnos exactamente el valor k.

3SC{1,...,n}, > m=k7
1€S
En forma de Nullstellensatz:

Existe solucién en C™ del siguiente sistema?

n
X{-X1=0,..., X3 - Xn,=0,Y mX; =k ?
=1



VARIOS PROBLEMAS EN LA LISTA DE SMALE.

Problema 3. Es P igual a NP 7

Problema 4. Soluciones Entera de Polinomios y Complejidad. Rela-
ciones?

Problema 5. Estimaciones de altura de Curvas diofanticas.

Problema 17. Complejidad de la Resolucion Numérica de Ecuaciones
Polinomiales.



SMALE IN PICTURES




SMALE IN PICTURES




SMALE IN PICTURES




Un Paso hacia adelante Reciente
Solving Smale’s 17th Problem (Bezout s1)

Trabajo con C. Beltran (2005).



PRESENTADO EN

Foundations of Computational Mathematics '05
30 June — 9 July 2005, Santander
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Raphael Haus=r, Jim Renegar & Philippe Toint
Sgecial functians and orthoganal
polynamials
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Lothar Reichel & Steve Vavases
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Tom Lyche & Larry Schumaker
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Albzrt Cohen & Guillzrma Sagira
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Brad Barter & Thamas Milller-Gronbach
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Elizabath Massficd, Pater Ohoar & Mika Singer
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Rich Schwartz & Abigail Thampsan
Mathematical contrel theory and
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Raymend & Ensique Zuazs

Random matricss
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Sue BRENNER
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Wolfgang DAHMEN
Jean-Pierre DEDIEL
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M= TODD
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Antones ZANNA

http://www.focm.net/FoCMO5/



Y EN TERA’05:UNA CONFERENCIA EN HONOR DE JOOS HEINTZ




LLAS IDEAS DE SHUB & SMALE

Empieza S. Smale en 1981
Caso univariado: Shub & Smale 1985-89
Caso Multivariado: Shub & Smale 199096

Caso Multivariado: 1996-2005-EL PARON!!!!. Problema 17
y Conjeturas varias.



LLAS IDEAS DE SHUB & SMALE

Ceros Aproximados: Puntos donde el operador de Newton converge
a una velocidad doblemente exponencial.

Un Sistema de Ecuaciones Polinomiales
b= [fl)"'afn] S H(d)7
deg(f;) = d;, (d) := (d1,...,dn).

Np(2) ;=2 — DF(2) Y (F(2)).

1990-91: Shub & Smale: comprensiéon de los principales fenémenos
locales: v—, a—, u— Teoremas.



UN ESQUEMA ALGORITMICO

INpUT FE H(d)

Esquema de Deformacion Homotopica de Newton Con Par Inicial
(G,zeta) € Higy X Pn(C), G(zeta) = 0.
Siguiendo un segmento de Ecuaciones:
F, =1 —-t)F +tG, te]l0,1].

(Una Curva de Ecuaciones Soluciones {(F, () : ¢ € V(Fy),
t € [0,1]})

Desde un cero aproximado de (G, z) (t = 1), hallar algtan cero
aproximado de F (¢t = 0)

OUTPUT:

— O bien Fallo
— O un cero Aproximado de F..
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EL PROBLEMA 17

Dénde Empezar la Homotopia?

O mejor, donde comenzar la homotopia de tal modo que el nimero
de pasos de homotopia sea polinomial y, por tanto, el algoritmo es

TRATABLE



SISTEMAS INICIALES EFICIENTES

g > 0 un real positivo.
Un dato (G, zeta) € Hg) X IPn(C) es c—efficiente si
— El tiempo es polinomial en e~ 1, n, N, d.

— NHD con dato inicial (G, zeta) resuelve la mayor parte de los sis-
temas F' € Hg)-

Probabilidad[ F' € H(gy 1 NHD resuelve F desde (G,()] > 1 —e.

La probabilidad de que falle el esquema es menor que e.

Problema: C’omo hallar esos sistemas.



CORRECT TEST CLASSES (CONJUNTO QUESTOR) PARA NHD

[Beltran- P., 2005]
Una clase G C H gy X IP,(C) es un questor para NHD si:

Para cada € > 0 la probbilidad de que un dato (aleatoriamente
elefido) (@G, zeta) € G sea e—efficiente para NHD es mayor que

1 — (nNd)?Dg.



BEzouT 5%

Theorem|[Beltran, P. 2005] Hemos descrito un conjunto cuestor
constructible y fdacil de computar para resolver sistemas de ecuaciones
polinomaales.



SIGNIFICADO (1)

Corollary 1 FExiste un algoritmo de probabilidad de error acotada (Monte—
Carlo) y de tipo numérico verificando :

e FEl tiempo de ejecucion es polinomial en O(e—2d?).

e La probabilidad de que un par inicial (G,e) € G sea e— efficiente
es al menos

1 — (ndN)>e.

e La probabilidad de resolver un sistema es al menos:

1 —e.



EcuacioNES CUBICAS

Corollary 2 Para grados (d) := (3,3,...,3). Hay un algoritmo de
probabilidad de error acotada tal que :

o Ll tiempo es a lo sumo O(n?1).

e The probability that an tnput system is solved is at least:

1 1
n4

COMPLEJIDAD A LA TURING

Corollary 3 (Beltran—P., 2005) Hay una mdquina de Turing prob-
abilista que resuleve “la mayor parte” de los sistemas de ecuaciones poli-
nomziales multivariados en tiempo polinomial en la codificacion dense de
la entrada.



EL CALcuLo DEL CUERPO QUE BUSCABA (GGALOIS

Teor. [Castro- Pardo et al., 2001]9Se puede calcular el cuerpo de
escision de una ecuacion polinomial univariada en tiempo polinomial en
el orden del grupo de Galois de la ecuacion.

ISe disena un algoritmo que combina los métodos Numéricos, con los
métodos diofanticos.



