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Papel de la Matematica

@La anecdota deThales de Mileto y la vieja

@ El comercio en el XVIll y |la teoria de la
Relatividad. (Riemann-Gauss y Einstein)

@ Los Elementos Finitos y las alas tipo delta.

Rayleigh-Ritz, Hilbert y Clough.

@ Interaccion ciencia matematica y técnica.

@ Dentro de su concepcion de la Ingenieria
algunos ingenieros no carecen de razon en sus

criticas respecto a la Matematica. Pero si
carecen de perspectiva.
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IMPORTANCIA DEL TEMA

@ENTORNO AMBIENTAL

@ Costa espanola de 8,000 km.
@2,000 km. playa+6,000 km. acantilado

o POBLACION

@35 % vive en la costa y alcanza el 80% en el
verano

2@ TURISMO

@Importancia economica fundamental

@Mediterraneo problematica especial
aMar cerrado, recorrido mareas, poblacion.

@POLITICA DE MEDIO AMBIENTE DE LA EU
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POLITICA DE MEDIO AMBIENTE
DE LA EU

Directiva EU aconseja que las aguas residuales
depuradas y tratadas sean enviadas mediante
tubos emisarios a alta mar.

Por consiguiente se hace preciso la construccion
de emisarios submarinos
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MOTIVACIONES DE LA
SELECCION

@ Tema de interés de aplicacion creciente
@Medio ambiente (emisarios)
@Industria petrolifera (risers)

@ Investigacion intensiva

@ Tesis doctoral reciente premiada (ANCI, premio
extraordinario)

@ Ejemplo de aplicacion de la matematica a un
problema multi-fisico y no lineal
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PLANTEAMIENTO DE LA OBRA
PUBLICA
@ DISENO

@ PROYECTO
Q@ANALISIS

@ CONSTRUCCION
Q@ANALISIS ‘

@CONTROL
Q@IDENTIFICACION

@ MANTENIMIENTO
@CONTROL DE DANO (HEALTH MONITORING)
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ANALISIS

@ El objetivo de un analisis es comprobar la
estabilidad de la obra publica durante toda su
vida.

@ Este objetivo se alcanza con el analisis

@ Existen tres fases en el analisis
@ldealizacion (Modelo fisico-matematico)
@Calculo (Estudio input-output en el modelo)
@Interpretacion (output del modelo a la obra publica)
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CLASIFICACION DEL ANALISIS

Una estructura puede ser considerada como un sistema con
una entrada (input) y una salida (output) como se indica:

INPUT  °ISTEMA ouTpUT

> >

En el caso de estructuras se tiene

@ INPUT Acciones que excitan la estructura
@ OUTPUT Respuesta de la estructura

@ SISTEMA Estructura definida por su geometria,
propiedades del material y apoyos
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CLASIFICACION

DEL ANALISIS

Una estructura puede ser considerada como un sistema con
una entrada (input) y una salida (output) como se indica:

INPUT  °ISTEMA ouTpUT

> >

Bajo esta hipodtesis se puede clasificar el analisis como sigue:

@ Analisis estructural o ca
@ Optimizacion estructura
@ Ildentificacion estructura
@ Control estructural

culo
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ANALISIS ESTRUCTURAL O
e CALCULO
@ Definicion.

Q (el input) y las caracteristicas de
la estructura (el sistema).

Q es el objetivo del calculo estructural, es decir,
encontrar la respuesta de la estructura a las acciones (el
output).

@ Es el procedimiento mas simple para proyectar
estructuras y ha sido el mas usado en la actividad
profesional antes de la llegada del computador.

@ En un proyecto estructural se pueden llevar a cabo
varios tipos de calculos.

@ El proyecto obtenido a partir del calculo representa
normalmente realimentacion.
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OPTIMIZACION ESTRUCTURAL
@ Definicion.
@ Los datos son las acciones (el input) y ciertas caracteristicas

de la estructura (el sistema) y las restricciones existentes
entre los resultados del calculo (el output).

@ Los resultados consisten en encontrar las caracteristicas
Incognitas de la estructura de forma que una funcion
objetivo OF, es decir, el objetivo del proyecto se optimice.

@ Tipicamente OF es una funcion escalar, pero a veces puede
ser una funcién vectorial (Optimizacion Pareto).

@ Proceso en paralelo es conveniente en la
optimizacion.

@ La busqueda de 6ptimos globales es dificll
contrariamente a la de los 6ptimos locales.
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IDENTIFICACION ESTRUCTURAL

@ Definicion.
J
el input, algunas caracteristicas del sistema y el
output.
Q consisten en encontrar las caracteristicas de

la estructure, es decir, identificar la estructure

@ En algunos casos el input es incognita (output only
dynamic tests or tests bajo cargas medioambientales).

@ La identificacion es en efecto un problema de
optimizacion definido por una funcion objetivo OF
especifica, es concreto, la diferencia entre los
resultados experimentales y analiticos.
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CONTROL ESTRUCTURAL

@ Definicion
@Los datos son el input y el output de la
estructura y algunos criterios de funcionamiento
(funcion objetivo).
@Los resultados son los inputs a ser introducidos

en el sistema con objeto de satisfacer el criterio
de control.

@In algunos casos el propio sistema es
incognita, unicamente se conoce
funcionamiento corriente del sistema.

Santander 23-01-08 Talleres de Matematicas. Dpto. de Matematicas, Estadistica y Computacion. UC: 16



CLASIFICACION DEL CALCULO

@ Lineal elastico lineal, geométricamente no
lineal y de material no lineal

@ Estatico y dinamico
@ Continuo y discreto

@ Multi-fisicos: una o mas escalas temporales
0 espaciales

@ Multi-fisicos (interaccion suelo-estructura o
fluido-estructura)
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EMISARIOS SUBMARINOS
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EMISARIOS SUBMARINOS

@ INTRODUCCION

Q@Historia
@Ejemplos de emisarios construidos

@ VARIABLES DE PROYECTO

@ Materiales
@ Sistemas constructivos
@ Arrastrado, flotacion y hundimiento

@ESTADO DEL ARTE DE LOS MODELOS
@Influencia de la industria del petroleo
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INTRODUCCION

@ Breve historia
@ (1894) Hiperion. California. D=200mm, L=600m

@ (1969) Premia de Mar. D=400mm, L=200m

@ Fallo en el primer afno
@ Reconstruido y todavia en uso

@ Diametros mayores de 3.0 m y longitudes de 2.0 a
3.0 km.

@ Ejemplos de emisarios en Espana: Zarauz,
Bayona, Figueira da Foz (en los 80); Penarrubia
(Gljon), Santander, Monpas (San Sebastian),
Llobregat (Barcelona) en los 90.
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En Tunel

Lugar Longitud (km) Diametro (m) Difusores
Edinburgh 2.80 3.66 20
Brighton 1.83 2.13 9
Weymouth 2.70 1.68 10
Aberdeen 2.20 2.00 10
Helsinki 4.00 3.00 —
Malabar (Sydney)  4.00 3.48 38
North Head (Sydney) 3.80 3.48 38
Worli (Bombay) 3.00 3.00 10
Bandra (Bombay) 3.00 3.00 10
Bondi (Sydney) 2.00 2.25 28
San Sebastian 0.44+0.90 2.00 8
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VARIABLES DE PROYECTO

CONSTRUCCION DE UN EMISARIO SUBMARINO
@ GEOMETRICAS Y AMBIENTALES
alLongitud y diametro
aVida de servicio (25-50 anos)

Estas variables dependen de la normativa (concentracion
de pululante, importancia de la obra, condiciones del mar
etc.

@ MATERIALES
@Material rigido y con alta resistencia a las acciones
guimicas (hormigon)
aMaterial flexible (polietileno de alta densidad)

@Material intermedio (acero, tuberia de hormigon con
camisa de acero)
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MATERIALES

@ FIBROCEMENTO

Q@Fraqil, rigido, no homogeneo, diametro pequeno
2 ACERO

@Homogeéneo, flexible, problemas de corrosion

@ HORMIGON con y sin camisa de acero
Q@Rigido, durable, pesado, grandes diametros
@ MATERIALES PLASTICOS (poliester,

poliester reforzado con fibra de cristal.
Polietileno de alta densidad)

@Flexible, colocacion rapida, ligero

Santander 23-01-08 Talleres de Matematicas. Dpto. de Matematicas, Estadistica y Computacion. UC:



@ VARIABLES DEL PROYECTO

@ METODOS CONSTRUCTIVOS

@ Arrastrado
@ En tunel

@ Empujado
@ Tubo a tubo
@ Inundacion

@ CONDICIONANTES DE LA CONSTRUCCION
@ Material del tubo
@ Diametro del tubo
@ Morfodinamica costera y de fondo

@ FABRICACION

@ Tubo a tubo
@ Tramos de varios tubos
@ Tramo Unico
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En tunel

@ Pozo de acceso
el nivel freaticg
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Arrastrado
(requerimientos)

@ Grandes diametros en hormigon

@ Area de construccion y rampa de
lanzamiento

@ Excavacion de zanja

@ Posicionamiento de tubos en la rampa
@ Unidn al tubo lanzado

@ Tiro desde pontona
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Arrastrado

Area almacenamiento
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Colocacion de tulberia

e trabat
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Proceso de colocacion
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Proceso de colocacion

Valwla de control de agua Véalwila de control de aire [ 15

Sin fricciéon

Fase inicial C .
ntermedias

C,

Fase final de descenso
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ESTADO DE ARTE DE LOS MODELOCS

@ Influencia de la industria del petroleo (risers)

@ Diferencias: rigidez a flexion, no ovalizacion, juntas,
aguas someras, etc.

@ Primeros célculos
@ Catenaria, con y sin rigidez (calculo iterativo)
@ Soluciones semi analiticas

@ Programas de objetivo general
@ SAP, ABAQUS, ANSYS

@ Recomendaciones
@ CIRIA

2@ Software especifico en la practica profesional

@ Det Norske Veritas, Técnicas Reunidas, Pellon-Oliver,
J.G. Palacios etc.
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Emisarios versus Risers

@ El comportamiento estructural de una construccion de un
emisario durante su colocacion representa un problema
complejo

@ El tubo es flexible y de gran longitud (material polietileno de alta
densidad)

@ El tubo flotante esta alineado por un cable a la costa y a la barcaza
de control por el otro extremo

@ Desde la barcaza se controlan tres variables

@ La fuerza axil T impuesta a la estructura

@ La distancia de |la barcaza a la costa

@ La velocidad de llenado con agua del tubo desde el extremo de la
costa

@ Calculo dinamico no lineal

@ Grandes desplazamientos y rotaciones
@ Interaccion agua-estructura

@ Acciones no lineales hidridinamicas

@ Condiciones de contorno de contacto
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MODELO DE CALCULO

Objetivos

Elementos del modelo

Hipotesis de colocacion del tubo

Modelo estructural

Ecuaciones fundamentales del calculo estructural
Acciones. Matriz de cargas

Modelo hidrodinamico

Ecuaciones fundamentales. Determinacion de las
aCciones

Aplicacion en computador
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OBJETIVOS

@ Desarrollo de un modelo para simular el
nroceso de construccion mediante flotacion y
nundimiento de un emisario con objeto de
calcular:

@ Tensiones

@ Curvaturg
=il ede Optimizacion consiste en encontrar

IR o]EVZ automaticamente las historias
ERYZIEE o 2] temporales de las variables de control

@ Longitud de forma que una funcion objetiva sea
optimizada

@ Posicion
@ Fuerza de tiro desde la barcaza
@ Optimizacion del proceso de construccion
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ELEMENTOS DEL MODELO
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ELEMENTOS DEL MODELO

@ Modelo estructural
@ EF 1-D (vigas), EF 2-D (laminas) y EF-3D (bricks)
@ Procedimiento de calculo
@ Lineal, geomeétricamente no lineal, material no lineal
Q@ Estatico, casi-estatico y dinamico
@ Comprobacion, proyecto, optimizacion
@ Modelo hidrodinamico
@ Campo de velocidades y aceleraciones

@ Obtencidn de las acciones
@ FOormulas de Morison et alia.
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HIPOTESIS DE
COLOCACION DEL TUBO
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@ La tuberia se situa sobre el mar mediante un stinger a la cota
nivel medio del mar (NMM). Este stinger puede ser modelado
bien como una rampa recta con un angulo fijo con la horizontal
0 COMO una rampa de curvatura constante.

@ El proceso no puede retroceder, es decir, si una parte de la
tuberia reposa sobre el fondo marino, ella no puede levantarse
de nuevo.

@ El fondo del mar ha sido considerado como una linea recta
continua, que puede tener diferentes angulos. Esta linea se
encuentra en el mismo plano vertical que el del eje de la
tuberia.

@ No existen movimientos de la tuberia fuera de su plano.

@ Los efectos dinamicos del contacto entre la tuberia y el stinger
se desprecian.

@ No se consideran los movimientos dinamicos de la barcaza,
Incluso los debidos a la deformacién axil de la tuberia.

@ El coeficiente de rozamiento entre la tuberia y el stinger es nulo
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MODELO ESTRUCTURAL
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HIPOTESIS ESTRUCTURALES

@ El comportamiento de la tuberia es modelado como una viga
2-D con su seccion sometida a deformaciones de flexion y
extension.

@ Se considera la interaccion entre esfuerzos axiles y flectores

@ El modelo se desarrolla en el marco del MEF. La longitud
total de la tuberia (L) se divide en N elementos finitos de dos
nudos de igual longitud y tres grados de libertad por nudo
(dos desplazamientos y una rotacion).

@ El calculo se formula segun la teoria de grandes
desplazamientos y pequenas deformaciones.
@ El material de la tuberia es elastico y lineal.

@ No se tiene en cuenta las deformaciones de torsion y de
cortante.

@ Se desprecian las fuerzas de inercia rotacionales.
@ No existe rozamiento en el lecho marino.
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HIPOTESIS DE CALCULO

@ Calculo con material elastico y lineal (que sigue la
ley de Hooke)

@ Calculo no lineal en grandes desplazamientos

@ Calculo casi estatico.

@ En las acciones es dinamico. Las fuerzas de inercia de la
masa del mar que acompana a la tuberia en su
movimiento es tenida en cuenta.

@ Las fuerzas de inercia del propio tubo debidas a su masa
en los tramos vacios y en los inundados no son tenidas
en cuenta.

@ Por simplicidad se considera un calculo 2-D, es
decir, la tuberia se desplaza en un plano vertical
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FORMULACION LAGRANGIANA

En la formulacion lagrangiana el calculo se lleva a
cabo suponiendo que la carga se aplica sobre el
solido como suma de un conjunto de incrementos
para cada uno de los cuales se obtiene una
configuracion de equilibrio. Una configuracion de
equilibrio, representa un estado del solido, en el
gue los resultados son compatibles, se
encuentran en equilibrio y satisfacen las
ecuaciones constitutivas o de comportamiento
del material del sdlido.
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RELACIONES FUNDAMENTALES

@ Ecuaciones de equilibrio
@Tensiones con las acciones

@ Ecuaciones de compatibilidad
@Deformaciones con desplazamientos

@ Ecuaciones constitutivas
@Tensiones con deformaciones
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FORMULACION LAGRANGIANA

@ Analisis Iterativo-incremental

@ Se dividen las cargas en suma de cargas
Incrementales

@ En cada estado de carga incremental se plantean las
ecuaciones de equilibrio en una supuesta deformada
final de la estructura

@ Se itera hasta que la geometria supuesta final y la
alcanzada coincidan

@ Los resultados del estado incremental se suman al
estado anterior para proceder al siguiente incremento
de carga
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Tipos de EF para tuberfas

Talleres de Matematicas. Dpto. de Matematicas, Estadistica y Computacion. UC:

o1









ELEMENTO VIGA 2-D

Descripcion de situacion de un elemento: Descripcion material o
lagrangiana y descripcion espacial o euleriana.

(a) La descripcion lagrangiana se plantea en funcion de la posicion
Inicial del elemento.

(b) La descripcion euleriana se plantea en funcion de la posicion
corriente del elemento en el espacio.

La formulacion es lagrangiana, es decir, considera coordenadas

materiales asociadas con la viga antes de su deformacion.
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DEFINICIONES

@ Co=Configuracion inicial del elemento no
deformado.

@ Ci=Configuracion ultima conocida del
elemento.

@ C2=Configuracion de equilibrio actual,
cuyos resultados consecuencia del
Incremento de cargas es desconocido.

Formulacion lagrangiana total (LT), lagragiana actualizada
(LA) y lagrangiana generalizada (LG) segun la
configuracion de referencia sea C0O, C1 o Ck (intermedia
entre las dos anteriores)
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PLANTEAMIENTO LAGRANGIANO
ACTUALIZADO

0)(2 1)(2 2XZA
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PLANTEAMIENTO LAGRANGIANO

Ao

y

Ao

Santander 23-01-08 Talleres de Matemaéticas. Dpto. de Matemaéticas, Estadistica y Computacion. U!: 57



@ Contacto con el fondo
@ Sin penetracion
@Sin friccion

@ Contacto con el stinger
@Angulo constante

@ Curvatura constante
@Elementos contacto

aFuerza de tiro T desde la
barcaza
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CONDICIONES DE CONTORNO
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ECUACIONES FUNDAMENTALES
DEL CALCULO ESTRUCTURAL
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TRABAJO VIRTUAL EN UN ELEMENTO
DE VIGA

Trabajo virtual de las fuerzas exteriores en formulacion LA
i:'ﬁ — LI.J'T ]-:f

siendo el vector de fuerzas en los extremos ay b y el de movimientos

T
kf = | *Fra, *Fpa, *Fm, FFy, *Fu,  FMy (k=119
L1T=[-a.!ﬂ. Voo Pao Mg, h, By

Notacion: * virtual Superindice k configuracion Subindice referencia
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Aplicando la hipotesis cinematica de Navier-Bernoulli a la viga, el movimiento (ug, v, ) de un punto

de coordenadas (x,y) del sdlido viga, puede expresarse en funcion de los movimientos (u, v} del punto

(2,0) de la directriz como sigue:
Uy =u—yv’  uy =1 (6.4)

) . .
donde " expresa %, v u v v son funciones inicamente de .

Las componentes lineales v no lineales del tensor de tensiones incrementales de Green son:

= =3 (% +5)
(6.5)
Sy uy | Oy duy

Nz %[(%"-*‘1) +(%iﬂ ”Iy‘?(f‘%* I "’y)

Introduciendo (6.4) en cada una de las componentes de (6.5) se tiene

s Componentes lineales:
ery = U — Yt exy =0 (6.6)

s Componentes no lineales:

12 2 w2 P
ut+ v -I- Yy — 2yuv )
( (6.7)

1
2
:%( —u'v' +yv'v")
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La estatica de la viga relaciona los esfuerzos con las tensiones en una seccion, resultando:

lp = f Lo pedA (6.8)
A
'R, = f b pyd A (6.9)
A
L = - f Lo reudA (6.10)
A

donde A es el area de la seccion recta de la viga.

La ecuacion inversa a las (6.8) v (6.10) es

IF.r l—"‘uz'y -~
Oaz = —= = —. (6.11)

con I, = f 4 y2dA el momento de inercia de la seccidn de la viga.

Al sustituir las relaciones estaticas v cinematicas de la viga en la expresion del trabajo virtual

incrementado en formulacion lagrangiana actualizada (L .A), se obtiene la signiente ecuacion:
L
f f E (v —yv") (u* — yo*") dAdz+

f f g_r_r H _|_ t + '2 *HE _ Ei'_f *.l' :kH) dAdI-l—

f f Lray (—u™v* + g™ o*") dAde = o*T [ 2f — 'f] (6.12)
0 A



La formulacion local o fuerte de {6.12) se escribe como sipue:
f
EAd" + 1F " + ( J'_-"lfz'l-‘”) - lel-‘” =0
I
ELv" — 'Fp" + 'F, 2™ + (M) — ‘Fu =
A L)
con las condiciones naturales de los hordes r =0 v » = L.

EAu + 'Fou' 4+ 'Mo0" — 'Fp' = *F, — 'F,
IZ FJ'I
"4

lﬂfzulr — .2_?1];_3 - L_'I'L!rz

—ELv"+ F - P2

IE H’

ElJ'"+ 'F.=2 21

v las esenciales de dichos bordes son (7, T v # datos):

uw* =0 — U =1

2F =0 —_ U=1u

, _
M =8=0 — ' =46

Discretizacion en Elementos Finitos « = INia uw' = Nyu*
v = INg¥v v' = Ngv'

A
8 =NyF  6"=NF

' . MNa _ =
donde IN§ representa dE con £E=%

— (M) = WP =

e11 (0, L) (6.15)

e1 (0, L) (6.16)

(6.17)

‘F, — 'F, (6.18)

(6.19)



I Toll I 1 1 — 20 1
La matriz de rigidez del elemento viga 2D se expresa [ 'k + 'kg]uw= *— 'f
Matriz de rigidez lineal:
St 0 o -E4 0 0
0o 122 6E: 0 122 6Lk
0 ﬁ%} 4_Ef =0 62F 28k
k = — _ _ - _ _ (6.36)
e 0 0 == 0 0
7 L
o -128% -6fF o 12fF —6fF
: El o El Bl :
Matriz de rigidez geométrica:
BEs 0 M 0 M
0 G Fup (AL2+101; ) | Fun| AL24601) 0 _f Fun( AL 4101, ) | Fap(AL2+60I; )
5 AL3 10 AL? 5 ALS3 10 AL?
_ Mya 1 Fup(ALP460L;) 9 Fu(ALP430L)  pp,  —1 Faa(ALP4601 )y Fop(—AL?4601; )
k. — T 10 ALz 15 AL T T ALz 30 AL
B 0 e e 0 e
0 _g Fep(AL24+101;)  _y Fun( AL?4601;) 0 6 Fub AL*+101; ) _1 Fup (AL*4601; )
5 ALZ 10 AL® 5 ALS 10 AL?
M., 1 Fes(AL?460I:) | Fup(—AL2460I;) py,  _q Fap(AL2460I:) 5 Fun(AL2+301)
.~ L 10 ALZ 30 AL L 0 ALZ 15 AL

(6.37)

Se observa que las matrices de rigidez anteriores son simétricas como corresponde a un problema
conservativo (autoadjunto).
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ACCIONES. MATRIZ DE
RIGIDEZ DE CARGAS
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ACCIONES

@ Peso del tubo mas lastres
@ Peso del lastre interior de agua

@ Empuje de Arquimedes

@ Simulaciéon como peso sumergido
@ Simulacion mediante muelles elasticos no lineales
@ Simulacion mediante matrices de carga de persecucion

@ Accion de la corriente
@ Perfil parabodlico. Unicamente velocidad horizontal

@ Analisis del oleaje
@ Analisis dinamico. Movimiento orbital funcion de x, vy, t
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Clasificacion de fuerzas

mmﬂmm_

Adscritas al espacio
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Fuerzas de direccion constante

Fuerzas equivalentes en los nudos del elemento se deducen usando
el PTV entre las configuraciones C: v C:

"IER:/ u'? 21} ds — w7t fp =T T/ N’ %1:- Lds (6.53)
1y, 1y,

conu’ = (u',v", E‘*jT los movimientos virtuales de un punto de la directriz definido por la coordenada
Ls v w* el vector de los desplazamientos virtuales en los nudos extremos a v b definido de acuerdo

con la expresion (6.34). Ambos estan relacionados por la ecuacion u* = Nu'.

Por consigniente, las cargas equivalentes en los nudos se obtiene a partir de la expresion

_ =T
P = f N ip 'ds (6.54)
F
siendo las fuerzas distribuidas [ 2520 | con Ip= 2p( 'x1, 1xg)
y las equivalentes en los nudos ) 2 Dya
ij'm o
M.
ip=| 3n, |. ip=| ,
2 1 Pxb
17 9
1Py
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Fuerzas seguidoras

Estas fuerzas se expresan como ip= ipiu. *x :

2xq) = %p[u. X;leooni=1,2
Desarrollo en serie de Taylor en los desplazamientos conduce (i=1,2):

] 11
u=>0 u=>0

Aplicando el PTV y la discretizacion en EF como en el caso anterior:

o d 11:1[ 1}[,* ]

9 | 3, 113[ : l}ti]i}?}:i
iplu, “x;) = lpl l.] +

1+

du

ohi; du

_ . _d%p| __ 0 ipox|
fl—].:f N' 2p|, lds+ / N ) N lds|w+ f N 2P N 1| w
1y 15 du o 1y ox; dua o
L 02— 2 — —
es decir 1P = 1Pp + ki1 + kg o1 B B _r |
0 ?pD: D= 1 N ¥1:-|ID lds
L
: .+ d3p| _
Entonces las matrices de carga son kpq — f N --;1 N Lde
ir cha
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Acciones sobre el elemento
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Accion hidrostatica. Modelo
.de muelles

E==gf======= 2= By S=0
= |
. I 2 2
2 > “j l_m
Re Re Re
g _YﬂBZ;S___ 7“4"" Rg
___________ ' TYw
§UBBF€§iéH (§) g — VT Rez

., S corresponde a la resultante de la subpresion
S = Subpresion = P(y,)

7., = Peso especifico del agua del mar
RZ = Radio exterior del tubo
y. = Coordenada del centro del tubo
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Seccion transversal. Modelo
de muelles

./-
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Elemento con fuerzas de
persecucion

:: — =
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Obtencion de la matriz de
rigidez (1)

@ Expresar las fuerzas actuantes sobre el
elemento en la configuracion de partida

\
\
\

2Re/tg(0)

\
\
\ .
\ o
\
\
\
0\ o
7~

- —
s | {/f/
A v P

-
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Obtencion de la matriz de
rigidAez (2)

@ Calcular las reacciones debido a las fuerzas

JO 6 . de Matematicas, Estadisticay

—pts
pc
2

—p°s

2
p-c




Obtencion de la matriz de
rigidez (3)

@ Expresar la matriz de rigidez seguidora como la

variacion negativa de las cargas en funcion de los
desplazamientos

o I _51"-5'1 - i . 1ds i
i r'jlu z p ou
1. dp* | 1 0c
op 0 pc B 5o C P Ju k "
TOu T u | gt || <% | T | e | TR
P r'Jg_l : p ou
nl o dp* 2 Jde
| pc | | FaC | arm
Lo + ugy 0L 7T,
c=cost = — — el _.dL =5
L Juay 0voq
V921 Js 1 1— s 1 5, 1
s =senf = — = ——sc = —kr, . - (e
L Ouz L L™ vy L L"
) . 5 dc o lqg o iz e B 1 - lz
L7 =(Lo+u21)” +v21 © Quy, L 7, Ls = T 78T T RLy

3’{321 L L
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op”

E):z: 1

op°

dyy

op°

E):z: 2

op°

2

Obtencion de la matriz de
rigidez (4)

op™ Z op*  op* op*  Op™
ou i Ox e N o Oxo 2 05 "2
a =1, 2,

op®  Op“ Odec Jusy S N o
- E Jc Ouoy Oxq - P Eq pp = £ 2po, + po,|
_ @ N Op® de Ovay _ oy &,lq' : E | -

dy; | Oc Ovgy Oy Tt POLTT | P =g lee t 2o,
~dpt Op™ ODc Duyy ool
T Ozy | Oc Ougy Ovy Po T, Py = % 2pt, + p1,]
_ op” N op® dec dvyy B i , L

Dys T D Dugy gy PL TPOTC L pE= G lon + 2
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Obtencion de la matriz de
rigidez (5)

[ 113 L 1,12, 1,13 L 1,2.2.,
Epé 5" TPt S — Ii’"é“‘" c 0 —Ipési TPt S+ tpPgs“c U
1.1.2, L 1. 1.2 o 1,1.2. L, 12,2
—Epé,s C JPpyC+ Epéxr' 0 ff’é‘" ¢ §Puc— tpgsc U
K 0 0 0 0 () 0
L1 — — 9 .- ) 5 9 )
%pﬁ.ﬂ«:& %pfz“* — fpé.w'}rr 0 —fpés'f’ %prj.‘% + fpé.w'}rr 0
l.,2.2 L. , 1 el 1,2.2 L, , 1..2.-.2
TPps°c  EPt,C+ If}éh( O Fpgscc Fpy,c— gpypsc 0
0 0 0 0 0 0
plELl plELz 0 —-p1EL1 —plELQ 0
—plELS —])1EL4 0 plELg —plgm 0
1 0 0 0 0 0 0
kpz = L 27 27, 27, 27
| p*kp, p°kp, O —p°kp, —p°krp, O
—p*kr, —p*kp, 0 p*kp, —p*kp, O
0 0 0 0 0 0 - >
_ ditadistica y Computacion. UC: 73
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Consideraciones

@ El célculo es valido para deformaciones
Infinitesimales (pequenas deformaciones)

@ Por lo tanto se procede a un calculo
iIncremental

@ Es necesario comprobar el equilibrio del estado
deformado y limitar el error admisible =
iteracion

@ Se disminuye mucho el nimero de iteraciones
necesarias

@ El calculo es compatible con grandes
movimientos
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MODELO HIDRODINAMICO
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HIPOTESIS HIDRODINAMICAS

@ El fluido se considera incomprensible.

@ Lateoria de la onda lineal se aplica al estudio de los
movimientos del mar.

@ El estado del mar se representa por el periodo T vy el
numero de onda K.

@ Los campos de velocidades y de aceleraciones generados
por las ondas no se modifican por la existencia de la
tuberia.

@ Las caracteristicas de los campos de las velocidades y
aceleraciones se obtienen suponiendo que el fondo marino
es horizontal En el caso de fondo marino inclinado, éste se
divide en un niumero dado de divisiones. Dentro de cada
division el fondo se considera horizontal.

@ La propagacion de las ondas marinas desde el mar hasta la
costa se supone ocurre dentro del plano de la tuberia.

@ Las cargas se obtienen mediante la aplicacion de las
formula de Morison.
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CONCEPTOS BASICOS

En el modelo hidrodindmico se considera el fluido como un medio material continuo defor-
mable, incapaz de resistir tracciones y con escasa rigidez transversal. Los fluidos se denominan
perfectos si se supone que las tensiones tangenciales viscosas son nulas v reales cuando se

consideran estas tensiones.

El movimiento de un fluido puede ser laminar si esta ordenado por capas v turbulento si
se permite que el movimiento de las particulas abandonar su alineacion dentro de una capa y

saltar en sentido transversal al movimiento principal.

Las propiedades que definen un fluido newtoniano se resumen en las dos diaposifivas si-

guientes.
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Propiedades de los fluidos newtonianos (1)

Las tensiones son proporcionales a las velocidades de deformacion.

El cociente entre tensiones tangenciales v velocidades de deformacion es constante a través del

fluido e ipual en todas direcciones. Este cociente se denomina viscosidad dinamica:

_ T
dt-'f
dr

H (3.17)

siendo r el recorrido de las particulas, 7 la tension tangencial y vf la velocidad tangencial del

fluido.
Como consecuencia, se admite en el fluido newtoniano, la ipualdad de sus propiedades en enal-
quier direccion v el principio de superposicion, expresados ambos como sigue:

s El medio es isotropo

1 El fluido es de Boltzman, es decir, admite el principio de superposicion.
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Propiedades de los fluidos newtonianos (I1)

3. Las tensiones normales se transmiten hidrostaticamente, es decir, el tensor de tensiones normales,

presiones, es esférico:

m El fluido es pascaliano.

m El tensor de tensiones se puede expresar como suma del tensor de tensiones normales mas

el desviador de tensiones tangenciales de la forma:

siendo:
d;; Delta de Kronecker (4;; =1, d;; = 0 para todo i # j)

7ij Componentes del desviador de tensiones tangenciales
Las ecuaciones constitutivas del fluido son:

Tij = Eluf‘ij [319]

expresando, cada una de las componentes del tensor de deformacion ej; como sigue:

rfi'ui- a'i'.{j
3.20

ko | —

€ij = €ji =



Ecuacion de la continuidad (3.27)

3o 3 o, O Py I pw
pu, [Opury) | Opury) | Dpurp)]

- d-u-_ - d?_:_ dwe
Ot O dy i P - “f = dee UF = ae’

WE = g

Si se adopta la hipotesis de que el agua puede considerarse un fluido incompresible (p,, = cte), v

se expresa la variacion de la masa como funcion de la variacion de presion (p) mediante el modulo de

elasticidad volumétrico, se escribe como:

dp
v la ecuacion (3.27) se convierte en:
T’f + itf +@,:’f =0 (3.31)
Ecuacion de Navier-Stokes “* /&
Dug  Ouy Ou g Ouf O g 1 dp Pup  Ouy  Huy
Dt~ ot or Ty Ter T T 0 T2 T T 62
Dvy  Oug dv g dvg dvp 1 Op PPvp Oy 0wy
Dt ot M T ey T T T o ey T\ B T T 0
Dwy  Ouy ~ Owy Owg ~ Owyp 1 dp C]'wa w i 9w f
Dt ot T O T Jy T Oz Puw 02 T dz? i vy i bz2



La ecuacion de Navier-Stokes en el caso de fluidos irrotacionales v perfectos (no viscosos) se puede
modificar introduciendo la funcion de tension € e integrando respecto a la coordenada espacial v

obtener la forma no estacionaria de la ecuacion de Bernoulli

Ecuacion de ;3  [rea\® fea\® [ow\’] _
Bernoulli: 7 tetrevtoe il ar) g, T =ft) G2

dr 0z

en donde p es la presion, g la aceleraciom de la gravedad, y la coordenada vertical v f(t) una funcion

9% _

arbitraria en el tiempo. Si el flujo se considera estacionario (% ) entonces se llega a la expresion

n=nal del teorema de Bernonlli

1
P+ pgy -+ ;p(-u-jzc + -i-'j"c + _“_,Ef] = constante (3.45]

PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA DEL OLEAJE

En general se suele suponer el problema bi-dimensional y se introduce
la funcion de corriente (3.49) que satisface automaticamente las ecuacio-
nes de continuidad e AL

Uf = ——7—, Uf = 3— (3.49
f Oy f dx 'I )
La funcion de corriente debe satisfacer las ecuaciones 2-D de Navier-Stokes asi como
las condiciones de contorno. Estas para el caso simple de fondo del mar plano y=-d con
origen de coordenadas en el NMM, eje OX horizontal y eje OY vertical ascendente se
escriben como sigue:



CONDICIONES DE BORDE

m Borde del fondo:

O
— =0 en y = —d (3.50)
dy

~§ = . A= 2 a - I
m Si existe un solido rigido que se mueve a velocidad normal uy, a su superficie:

aP

T, = Ufn en la superficie del sdlido (3.51)
n :

m Condicidn cinematica en la superficie libre:

o®  On an oy

— ==+ u—+v— enL Y =7 3.52
vy o't Ji‘h? vy L"’r 'il (3.52)
con y = nlx,y,t) la superficie libre.
m Condicién dinamica en la superficie libre:
2 2

oe oP P ; g

— t=2 |l =] | + pgn = fit oA
Por T2 |\ Bz By pgn = £(t) (3.53)

que expresa la presion nula (atmosférica) en la superficie libre mediante la aplicacion del teorema
de Bernoulli.
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Teoria lineal de ondas

Distribucidon de velocidades

(
ap
O
D
e
*
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TEORIA LINEAL DE AIRY

Frofundidad relat va Aguas poco |:-Tn:-f11n-:1=aa% < 'ﬂ% Zona de transicicn ﬁ < % < 1? Frofundidad mndefinida f— = jﬁ
4 : : _H Orr Dore " Ixx Ot _u 1 7r iret] _ H
Superficie libre n="cos [32 ]| = Hoosbly | y=Focos | T =B sty | n=Feos 1 - &) = Z ceséy
Celeridad de la onda C=5%=od = & = &L tanh (2 C=Co=+F=4%
. r 1 ]
angitin B anda — figa = L = tanh 1= — = = 4
Longitud de ond L=T\gd=CT L h (27 L — = T
m
- % T I : : Y — i =1 - _ 1y 5T
Celeridad del grupo de ondas | ¢ =C = /gd eg =nl=q ll +WJ eg=gC =2
Sriz4al
r . 0 g oz o Tmr:-thJ wH ==
Velocidad horizontal Uy = ".'!1,-"%'3‘:'39.?' up = i k[T coall tip = e L coaflp
Sy oA
oo aq .  Hw 2 _HgTSE“hT gy Zes
Velocidad wvertical vy = 5T (14 5 ) sendy Kl ey sent s vy = S e™T senfly
: : : : comh | 224 : 9 o
Acaleracién honzontal tp = f.‘}l.lr'%senfh tp = F'LH m:LI""‘ Ilsen-!:'; tup =2H (1) €T senfy
.. : . . ' , sen h (il
Aceleracién vertical vy = —HX (14 3) senty vp = I,_H '['E'.rd ] cos iy vp = —2H (£) -;Tsenb‘-
. . ot ' H oosh TH" Iy 2r:s
Desplazamients honzontal = ——.F.Ihl.'gsenﬁ'r u=—3 Y ETY e-nn!:'a- U= —TeTaenF';-
- . L T 5 TE'E'T'h ﬁ++‘h oy Qwrz
Desplazamiento vertical v="%(14+5)send; v=F5 TE-Zy endl v = FeT senfp
B . —_ Zriz4ai Sxr
FPres1én subsuperhcial C=pygin—z o= Py an . — D L = pyane & — pgx
o - cosh|FF) ; ] ]
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Profundidad relativa Zona de transicion % < % <4

-y s . lj'T, . )7 - B
Superficie libre N = % COS ['E — ';} = % cos(f)
- . _ r .l}'T{ .
Celeridad de la onda C=z= 2 tanh (2 )

Longitud de onda

L = Litanh ( 2;?)

Celeridad del grupo de ondas | ¢, = nC' == |1 + —L—
- 2 sinh (27 )
- . . H g1 {{mh-gmj_'_”rl- _
Velocidad horizontal U= L ————— COs 0/
- 2 L {{mh('}—‘_'}
T . . snh[2FG+d]
Velocidad vertical V= E)”E | = | sin ¢
=T ()
Dailz4-d)
' . . . .-TH L) FH}__'I_ )
Aceleracion horizontal up =~ | L | sin
: L {{rhh(%)
. . : 77 sinh[2&Etd) :
Aceleracion vertical v = —9°H ] cos 0
f L . :




Campo de velocidades debidas a la

corriente
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Ecuacion de Morison (1)

f=Ip+ 1

1
I dfp = =C Dpul,u?cD ds
4 | 2

''''''''''''''' t o D
| dfp = Ctpu,gu?c ds
d dy‘ i f fody
) f, d )
- mD* 0u
H df;r = Chrpuw L ds

4 Ot
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Ecuacion de Morison (2)

f=1Ip+ 11

7w D? Ouy
1 Ot

df; = Chrpu vds

1 :
dfp, = iC’;_;p“.uf-D Isin(a — 0)|sin(a — v ds

D .
dfp_ = Cf}pu-E-uj;- cos(av — 0)1 ds
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Trabajos posteriores
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Ejemplo de aplicacion
(Datos del problema)

Radio interior del tubo 0.375m
Radio exterior del tubo 0.400 m
Peso en seco del tubo + lastres 0.26833 t/m
Longitud total del emisario 120 m
Longitud de cada elemento 1m
Profundidad del fondo marino 30.00 m
Pendiente del fondo 0.000 %
Modulo de elasticidad del tubo 20000 t/m?
Tensién admisible de disefio 500 t/m?
Limite elastico 2500 t/m?

Peso especifico del agua del mar 1.026 t/m3
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Resultados
Tiro O - 5t con cable a costa
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Resultados. Tensiones
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Ejemplo ilustrativo
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COMENTARIOS FINALES

Santander 23-01-08 Talleres de Matematicas. Dpto. de Matematicas, Estadistica y Computacion. UC: 109



@ La capacidad actual de computacion permite la realizacion de
modelos teoricos mas refinados, en los que se precisan
técnicas matematicas mas adecuadas.

@ La necesidad de utilizar los recursos de forma mas eficiente
exige modelos tedricos mas exactos.

@ Los dos anteriores desafios conducen a
@ Incrementar la formacion de equipos interdisciplinares.

@ Intensificar la investigacion basica y aplicada (Nada mas practico que
una buena teoria).

@ Eliminar las barreras del lenguaje entre las comunidades cientificas y
téecnicas.

& Promover estancias de doctores entre ambas clases de centros
universitarios y de investigacion.

Q@ Talleres de Matematicas representa un esfuerzo en la
direccion adecuada
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