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¿Qué es una compañ́ıa de seguros (con ojos matemáticos)?

. . . desde primas; tarificación de pólizas.

. . . hasta reservas/capital; fondos que se precisan para ¿garantizar?

solvencia.

Con una coda de alfabetización financiera sobre comisiones.
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Compañ́ıa de seguros de autos

Supondremos cartera homogénea de pólizas de autos. N = 1000

autos similares

conductores similares

daños cubiertos similares

. . . similares
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Estad́ıstica

Disponemos de estad́ısticas filtradas, auditadas, que para una cartera

“análoga”en el pasado nos dice que en un año,

tabla estad́ıstica

Siniestro Frecuencia

π1 p1

π2 p2

. . . . . .

πn pn

π1 = 0, no hay siniestro;

p1 es la frecuencia más grande.
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Siniestro=variable aleatoria

Interpretamos que esa estad́ıstica es fruto de algún mecanismo aleatorio

regular en la frecuencia virtual con la que aparecen los resultados.

Aśı que el siniestro de un asegurado es una variable aleatoria

X ← variable aleatoria=siniestro

con distribución de probabilidad

P
(
X = πj

)
= pj , j = 1, 2, . . . , n

La esperanza de la pérdida/siniestro es

E(X) =
n∑

i=1

πjpj
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¿Qué pagos ha de hacer la compañ́ıa de seguros?

Si N = 1000 es un “gran número”, la Ley de los Grandes Números

(LdGN) nos dice que se debe esperar

montante � π1 → 1000 × p1 � frecuencia esperada

π2 → 1000 × p2

. . . . . . . . .

πn → 1000 × pn

Total esperado de pagos quer ha de hacer la compañ́ıa

n∑
j=1

(1000 × pj)
frecuencia

× πj
montante
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Prima pura

Valoración de póliza [Huygens]:

repartir el total esperado de pagos entre los asegurados:

montante de pagos total esperado

número de asegurados
=

∑n
j=1(1000 × pj) × πj

1000

=
n∑

j=1

pj × πj

= E(X)

= prima pura
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ejemplo

Por ejemplo,
90 % no tiene pérdida/siniestro

10 % siniestro de 3000 euros

pérdida media=E(X)=300 euros ← prima pura,

los 1000 asegurados pagan un total de 300000 euros en primas

los 100 con accidentes reciben

100 × 3000 euros = 300000 euros

Justos por pecadores

justos � −300

pecadores � +2700
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+ Gastos y comisiones . . .

. . . para gestionar pólizas, para administración, por gastos, por otros

costes, . . .

. . . la prima se incrementa para cubrir estos gastos y costes.

ejemplo

Si costes anuales son 30000 euros, la prima pura se incrementará en 30

euros, hasta los 330 euros.
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+ ¿Grandes Números?

Z = montante total de siniestros =
1000∑
i=1

Xi =
∑

siniestros individuales

Se supone independencia entre los siniestros, es decir, entre las Xi’s.

Z es, en realidad, variable aleatoria.

Sólo en la situación de la LdGN:

Z ≡ 1000 × E(X) = 1000 × prima pura
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Si N es bastante grande, ¿N = 1000?

Z ≈ Normal
(
E(Z), σ(Z)

)

0%

2%

4%

6%

8%

10%

150000 200000 250000 300000 350000 400000 450000

Distribución de Z
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La variable totalizadora Z puede oscilar, y de hecho, oscilará.

• Si la prima fuera sólo prima pura: ¿Qué pasaŕıa si Z tomara un valor

mayor que E(Z)? No habŕıa dinero para pagar todos los siniestros.

Las primas deben bastar para cubrir esas oscilaciones naturales. Por

ejemplo, para cubrir los valores de Z hasta el percentil 97,5 % (algo que

ocurre 1 de cada 40 veces).
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Como para una variable normal estándar, el 97,5 % de los casos queda

por debajo del valor 2 (redondeando); la pérdida en ese percentil

alcanzaŕıa

E(Z) + 2σ(Z)

y la prima necesaria para cubrir hasta ese extremo seŕıa

E(Z) + 2σ(Z)
1000

= prima pura +
recargo por incertidumbre

a repartir entre asegurados
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ejemplo

En el ejemplo,{
E(Z) = 300000

σ(Z) = 3000 · √1000 × 10 % × 90 % = 28460

aśı que

E(Z) + 2σ(Z) = 300000 + 2 × 28460 = 356921 euros

y la prima debeŕıa ser al menos

356921
1000

= 357 euros

más los 30 euros de comisiones.
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¿Cubre esta prima todos los posibles siniestros? NO.

Para cubrir todos los posibles siniestros haŕıa falta que cada asegurado

pagará una prima de 3000 que es el montante total asegurado.

Volveremos sobre esto.
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Si N no es tan grande, la distribución no será aproximadamente normal:

0%

2%

4%

6%

8%

10%

100000 150000 200000 250000 300000 350000 400000 450000

Distribución de Z

Entonces hay que determinar z tal que P(Z > z + E(Z)) = 2, 5 % y

prima =
z + E(Z)

1000

Cuanto mayor sea el número de asegurados, más proxima será la prima

a la prima pura.
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+ Capital

Accionistas ponen capital para cubrir los siniestros más allá de lo

recaudado en primas.

Pongamos que los accionistas cubren hasta el 99,9 %, es decir, el tramo

de siniestros desde el 97,5 % hasta el 99,9 %.
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Si N grande:

Usamos la aproximación normal y como

P
(
Z > E(Z) + 3σ(Z)

)
= 0, 1 %

el capital K debe cubrir

K =
[
E(Z) + 3σ(Z)

]
−

[
primas

]
=

[
E(Z) + 3σ(Z)

]
−

[
E(Z) + 2σ(Z)

]
= σ(Z)

Aśı que los accionistas han de poner σ(Z).
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ejemplo

K = σ(Z) = 28460 euros

Los accionistas, que arriesgan su dinero requieren remuneración, digamos

de 20 %. Es decir, han de recibir 5692 euros, que incrementa la prima

individual en otros

6 ≈ 5962
1000

.

ejemplo Prima=300+30+57+6=393 euros
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+ ¿independientes?

Pero, ¿es el año que viene, un año t́ıpico, normal?

El estudio inicial estad́ıstico nos dice que el año t́ıpico, tiene distribución

Z.

Pero si se analizan con más detalle los datos se verá que, estilizadamente,

en un año bueno (que ocurre 1/3 de los años) la distribución de

siniestros es menos severa,

en un año malo (que ocurre 1/3 de los años) la distribución es más

severa.
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Para cada año dado, fijado, condicionando, . . . , los siniestros son inde-

pendientes, pero, en realidad, sobre el año genérico son dependientes.

Hay que incrementar la prima, el capital para cubrir ese año malo.
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Ilustración

Tenemos dos monedas,

1. Cara 1/3 de las veces

2. Cara 2/3 de las veces

A) Se escoge al azar con probabilidad de 50 % una de las dos monedas y se lanza una vez, y se

vuelve a escoger al azar una de las monedas y se lanza una vez . . . P(2 caras)

B) Se escoge al azar con probabilidad de 50 % una de las dos monedas y se lanza dos veces esa

moneda. . . P(2 caras)
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Solvencia a largo plazo. Probabilidad de ruina.

Objetivo determinar capital K para que la compañ́ıa dure, y dure, y

dure . . . .

Los pagos por siniestros de años sucesivos

Z1, Z2 . . .

son muestras independientes de una misma variable.

Las primas recaudadas cada año alcanzan P .
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Queremos que K sea tal para que con alta probabilidad

n∑
j=1

Zj

siniestros

< nP
primas

+ K
capital

, para todo n

o,
n∑

j=1

(Zj − P )︸ ︷︷ ︸
=Yj

< K
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Ruina =
{

algún n;
n∑

j=1

Yj > K
}

Se busca K para que

P
(
algún n;

n∑
j=1

Yj > K
)

= α, pequeño

ó

P
(

máx
n

n∑
j=1

Yj ≤ K
)

= 1 − α,
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A la Markov (large deviations)

P
( n∑

j=1

Yj > K
)
≤

E
(
et

∑
j Yj

)
etK

=
E

(
etY

)n

etK

t → Ψ(t) = E(etY )
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gráfica de t → Ψ(t) = E(etY )

0

1

Ψ(0) = 1

Ψ′(0) = E(Y ) = E(Z) − P < 0, ¡faltaŕıa más!

Ψ′′(t) = E(Y 2etY ) > 0, convexo
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Buscamos y encontramos τ tal que Ψ(τ) = E
(
eτY

)
= 1

Con ese τ se tendŕıa que

para cualquier año n P(
n∑

j=1

Yj > K) ≤ E(eτY )
eτK

= e−τK

De hecho, más aún, Cramer:

P(algún n;
n∑

j=1

Yj > K) ≤ e−Kτ
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Cramer Con Uj =
∑n

i=j Yi; por inducción

P
(

máx
j≤n

Uj > R

)
≤

∑
yr≤R

P
(

máx
j≤n−1

Uj > R − yr

)
P (Y = yr) + P (Y > R) ≤

=
∑

yr≤R

e−τ(R−yr)pr + P (Y > R)

= e−τR
∑

yr≤R

eτyrpr +
∑

yr>R

pr ≤

≤ e−τR
∑
yr

eτyrpr

= e−τRE
(
eτY

)
≤ e−τR
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Aśı que si, una vez determinado τ , se fija K como

e−τK = α

es decir

K =
1
τ

ln (1/α)

se tendŕıa que la probabilidad de ruina seŕıa inferior a α.
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ejemplo

Z = Normal
(
E(Z), σ(Z)

)
p = E(Z) + 2σ(Z)

Y = Z − P = Normal
(
− 2σ(Z), σ(Z)

)

Nota

X normal estándar: E(etX) = et2/2
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E(etY ) = e−2tσ(Z)+t2σ(Z)2/2

−2τσ(Z) + τ2σ(Z)2/2 = 0 � τ = 4/σ(Z)

K =
σ(Z)

4
ln(1/α)

Con α = 0, 1 %:

K =
σ(Z)

4
ln(1000) =

28460
4

ln(1000) = 49149 euros
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¿Incentivos, competencia?

Y si se reducen las primas . . . por competir . . . ?

Y si se aceptan más pólizas . . . con el mismo capital . . . ?
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Coda 1: comisiones

Fondo de pensiones:

se aporta 100 cada año

la ćıa le consigue a Vd. un rendimiento de 4 % por año

comisiones

A) 2 % anual sobre patrimonio

B) 10 % sobre aportación

A comparar
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Coda 2: Riesgo endógeno y feedback

El riesgo endógeno es el riesgo que proviene no de factores exógenos

sino aquél que el propio sistema financiero genera y amplifica.

Los sistemas de riesgo al uso en las entidades financieras, de crédito o

de seguros, intentan cubrir los riesgos exógenos.

El riesgo endógeno se genera por acciones combinadas de los agentes,

que retroalimentan el sistema, precisa y perversamente,

La propia acción de cubrir, de protegerse contra esos riesgos exógenos,

generan riesgo endógenos, que acaban siendo sistémicos y potencial-

mente mucho más dañinos.
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Metáforas varias

El puente del Millenium

A priori, la probabilidad de sincrońıa en el

paso es cero.

Pequeña perturbación externa, fuerza, por

reacción, cierta sincronización del paso, que

genera más perturbación, lo que a su vez

reclama más sincrońıa, . . . , y aśı, hasta la

casi sincrońıa total de la acciones, y . . . , el

colapso.
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Ruleta vs póker

Los sistema de riesgo al uso se enfrentan con el riesgo como si se tratara

de gestionar el riesgo de un juego de ruleta o de loteŕıa, donde hay un

mecanismo aleatorio completamente externo sobre el que no se incide.

La realidad es que es más como las siete y media o, mejor, como el

póker, en la que hay un mecanismo aleatorio, pero donde las acciones

de los intervinientes cambian las probabilidades y generan acciones en

otros intervinientes que cambian las probabilidades, . . . .

Mecanismos aleatorios retroalimentados.
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El crash del 87

La inmunización de carteras consiste en incorporar a la cartera un

instrumento que cubran las potenciales cáıdas (de un cierto tamaño

relevante) con un cierto horizonte temporal largo. No hay tal instrumento

en el mercado (si lo hubiera, el efecto seŕıa el mismo), sino que hay que

sintetizarlos.

El instrumento sintetizador es una opción put. Se sintetiza con contado

y posición corta (de venta al descubierto) de ı́ndice (porque es para

una cartera amplia). La cantidad de contado y de posición corta se va

adaptando según vaya evolucionando las cotizaciones.

Suena bien. Cada tesoreŕıa, cada fondo de pensiones o de inversión, opta

por esta estrategia. De hecho la gestión sintética puede automatizarse,

encomendársela a un ordenador.
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Si el ı́ndice baja o sube normalmente, todo fluye sin contratiempos.

Si, de repente hay una bajada de cierta importancia, la gestión de la

inmunización sintética obliga a aumentar la posición corta en el ı́ndice,

es decir, a vender ı́ndice, simultáneamente de todos las tesoreŕıas, de

las gestoras, los que hará bajar las cotizaciones, lo que obliga a vender

más, . . . .

Y perversamente, endógenamente, por śı mismo, (con ordenadores

cumpliendo a rajatabla) se da lugar a un crash.

Crash del 87

LTCM, Dollar/yen 98

Ingrediente de 2007. Titulizaciones hipotecarias, volumen de credit

default swaps,. . .
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La megacrisis del 2017-2018
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� Cuando la gestión es diversificada y granular (las acciones de cada

uno no afectan al sistema), atender al riesgo exógeno con los sistema al

uso puede ser suficiente.

� Cuando la gestión no es diversificada (hay mucha gente haciendo

exactamente lo mismo, con posiciones muy apalancadas (todo va bien),

cubiertas/protegidas/inmunizadas (gestionando el riesgo), la gestión

del riesgo exógeno no sólo no sirve de nada (atiende a los riesgos

equivocados) sino que además retroalimenta el riesgo real, hasta la

cáıda libre.
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