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Se analizan algunos conceptos de f́ısica que se no describen correctamente, o se describen de
forma incompleta, en libros de texto de bachillerato o primeros cursos universitarios. Todos estos
conceptos equivocados están relacionados con la f́ısica de cuerpos extensos, macroscópicos, y muchos
de ellos están relacionados con la termodinámica (por ejemplo, procesos de destrucción de ener-
ǵıa mecánica mediante fuerzas de rozamiento, procesos de creación de enerǵıa mecánica mediante
reacciones qúımicas, etc.) confundiéndose la ecuación del centro de masas (equivalente a la segunda
ley de Newton) con el primer principio de la termodinámica, equivocando el papel en la descripción
de los procesos de dos principios f́ısicos diferentes. También el tratamiento de la rotación resulta
confuso a veces en los libros de texto. Igualmente, a importantes conceptos relacionados con la teoŕıa
especial de la relatividad aplicada a cuerpos extensos, particularmente a la ecuación de Einstein, no
se les da un sentido f́ısico correcto.

La integración de la termodinámica y la teoŕıa especial de la relatividad en una relatividad de cuer-
pos extensos y deformables (termodinámica relativista) permite superar las confusiones descritas. Se
desarrolla un formalismo relativista proponiéndose, junto con la hipótesis de Einstein: M = Uc−2,
la ecuación relativista, basada en 4-vectores de Minkowski, momentoenerǵıa-impulsotrabajo:

dpµ =
∑
j

Fµj dτj + dpµD + dpµQ ,

que engloba tanto la segunda ley de Newton como el primer principio de la termodinámica, ecuación
covariante bajo transformaciones de Lorentz. Esta ecuación relativista generaliza al caso de cuerpos
extensos y fuerzas no conservativas la ecuación relativista dpµ = Fµdτ sólo válida para una part́ıcula
puntual y una fuerza conservativa. Esta ecuación se puede expresar también como:

dUµ =
∑
j

dWµ
j + dWµ

D + dQµ ,

que generaliza la ecuación del primer principio de la termodinámica dU =
∑

k
dWk + dWD + dQ

a formas de enerǵıa a las que no se les asocia momento lineal en la f́ısica pre-Einstein. A partir
de estas ecuaciones entre 4-vectores se obtienen las correspondientes ecuaciones relativistas: (i) la
ecuación impulso-momento lineal y (ii) la ecuación de la enerǵıa y, a partir de la primera de éstas,
la correspondiente (iii) ecuación relativista del centro de masas, y, posteriormente, (iv) la ecuación
de los efectos térmicos.

Se resuelven mediante este formalismo relativista, diversos ejercicios, entre otros, el de un bloque
acelerado bajo la acción de una fuerza conservativa y sometido a una fuerza de fricción, inicialmente
en el referencial S∞ en el que la superficie sobre la que se desliza el cuerpo se encuentra en reposo
y después en un referencial SA en configuración estándar respecto del primero, un proceso doble de
calentamiento, por efecto Joule, y enfriamiento, por emisión de radiación térmica, de un gas ence-
rrado por varios émbolos y sometido a fuerzas conservativas, a trabajos disipativos y a intercambios
de calor, y el ejercicio de la vela solar.

INTRODUCCIÓN

Dados los indudables éxitos de la f́ısica, hablar a es-
tas alturas de conceptos de f́ısica equivocados en libros
de texto de esta materia puede parecer, además de pre-
tencioso, casi ofensivo. Y todav́ıa más si se dice que esos
conceptos equivocados están relacionados, principalmen-
te, con dos de las teoŕıas con las que, en mi opinión,
menos a gusto se sienten muchos f́ısicos: la termodinámi-
ca y la teoŕıa especial de la relatividad de Einstein. En el
primer caso, citar en una conferencia la palabra entroṕıa
hace que la mitad de la audiencia pierda el interés por
el tema; en el segundo caso, citar algún concepto rela-

tivista, por ejemplo, la dilatación del tiempo, hace que
ya toda la audiencia concluya que el conferenciante se
ha internado en un terreno peligrosamente confuso (en el
que casi cualquier cosa se puede ‘demostrar’) y que, pro-
bablemente, desvaŕıa. En ambos casos se trata de formas
de razonar en f́ısica muy alejadas del modelo ‘mecanicista
newtoniano’ con el que la mayoŕıa de los f́ısicos se siente
a gusto.

Yo queŕıa hablar aqúı de termodinámica y de relati-
vidad especial y de cómo la estructura matemática del
álgebra de cuadrivectores (o 4-vectores), esencialmente
un álgebra de matrices, puede ayudar a entender las fuen-
tes de los errores conceptuales que todav́ıa aparecen en
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Figura 1. Art́ıculo de McClelland de 2011 sobre errores persis-
tentes en los libros de texto de f́ısica respecto de la descripción
del movimiento de cuerpos art́ıculados (una persona, un au-
tomóvil, etc.) que se mueven en contacto con un cuerpo de
masa cuasi-infinita (el suelo, una pared, etc.).

libros de texto, la posible manera de superarlos mediante
la sustitución de teoŕıas pre-Einstein por teoŕıas que in-
cluyan conceptos de la teoŕıa espacial de la relatividad de
Einstein y el formalismo de 4-vectores de Minkowski, que
den lugar a ecuaciones covariantes bajo transformaciones
de Lorentz, y que permitan tratar los mismos problemas
que hoy se tratan en los libros de texto con formalismos
pre-Einstein.

Conceptos equivocados en libros de texto

Cada año se publican en revistas pedagógicas de f́ısi-
ca –European Journal of Physics [1], American Journal
of Physics, Physics Education [2], The Physics Teacher,
Journal of Chemical Education [3]– art́ıculos que llaman
la atención sobre la persistencia en libros de texto uni-
versitarios de importantes errores conceptuales [4].

Un primer gran grupo de art́ıculos de este tipo se re-
fiere a la confusión, persistente a lo largo de los años
y de los libros de texto [5], de la ecuación del centro
de masas (ecuación de la enerǵıa cinética, ecuación del
pseudo-trabajo [6]), ecuación que se deriva directamen-
te por integración de la segunda ley de Newton, con el
primer principio de la termodinámica [7]. Algunos au-
tores han tratado recientemente, y en profundidad, esta
problemática [8].

Figura 2. Art́ıculo publicado por Jewett en 2008 en el que se
aclaran conceptos relacionados con la enerǵıa en su aplica-
ción a cuerpos extensos y a procesos que incluyen fuerzas no
conservativas.

Los errores conceptuales se acumulan en la resolución

de ejercicios que describen procesos se encuentran entre
la mecánica y la termodinámica, por un lado, referidos
a cuerpos extensos y deformables que se desplazan ba-
jo la acción de fuerzas de fricción, es decir, a procesos
de destrucción de enerǵıa mecánica, y por otro lado a
procesos de creación de enerǵıa mecánica –coches que
se ponen en movimiento, una persona que salta, etc. Es
decir, a procesos en los que intervienen fuerzas, desplaza-
mientos, enerǵıas mecánicas etc., pero también conceptos
termodinámicos como variaciones de temperatura, calor,
disminución de la función de Gibbs, etc.

Otro conjunto de art́ıculos discuten los errores concep-
tuales que se introducen en los libros de texto en el con-
texto de la teoŕıa especial de la relatividad de Einstein
[9], particularmente por lo que se refiere a la interpreta-
ción de la ecuación de Einstein E0 = mc2 [10]. Conceptos
tales como ‘defecto de masa’ utilizados en la descripción
del comportamiento del Sol o las centrales nucleares, no
están bien explicados en los libros de texto [11].

Figura 3. Art́ıculo publicado por Hecht en 2011 en el que se
describen los distintos intentos de Einstein de demostrar su
famosa ecuación E0 = mc2. La conclusión del autor es que
dicha ecuación debe tomarse como un nuevo principio de la
f́ısica e interpretarse en términos de ‘inercia de la enerǵıa’
M = Uc−2.

En mi opinión, muchos de estos errores conceptuales se
deben al hecho de que no existe una relatividad de cuer-
pos extensos y deformables (termodinámica relativista)
aceptada que permita el tratamiento mediante la teoŕıa
especial de la relatividad de aquellos procesos termodi-
námicos que dan lugar a las confusiones y errores cita-
dos anteriormente [12]. Se considera habitualmente que
la teoŕıa especial de la relatividad sólo debe utilizarse
cuando se trata de describir procesos que tienen lugar a
velocidades próximas a las de la luz en el vaćıo [13], con-
siderándose que a velocidades bajas la descripción pre-
Einstein de Newton-Galileo es suficiente. Sin embargo, la
teoŕıa especial de la relatividad, especialmente cuando se
desarrolla mediante el formalismo de Einstein-Minkowski
de 4-vectores introduce una lógica interna en el desarro-
llo de cualquier descripción f́ısica de un problema, que
es completamente diferente de la lógica que se conside-
ra cuando el mismo problema se analiza mediante una
formulación Newton-Galileo. Por ejemplo, una fuerza de
origen electromagnético, descrita mediante la ecuación de
Lorentz, no es invariante bajo transformaciones de Gali-
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leo.
Los libros de texto apenas ponen de manifiesto el cum-

plimiento del principio de relatividad en la resolución de
muchos ejercicios. Esto es más cierto cuando se descri-
be algún tipo de proceso termodinámico o intervienen
cuerpos (el suelo, una pared, un cañón, etc.) de masa
cuasi-infinita [14]. Al no insistirse en el cumplimiento del
principio de relatividad no se pueden obtener importan-
tes invariantes Galileanos y tampoco se detectan posibles
errores en la descripción de los procesos.

Part́ıculas puntuales

En puridad, la segunda ley de Newton expresada como
(por simplicidad, en general, se evita la notación vectorial
cuando el movimiento se considera unidimensional):

F = ma ,

se aplica exclusivamente a part́ıculas puntuales (o a cuer-
pos extensos que en ciertas circunstancias se comportan
como elementales). Expresando esta ley como ecuación
impulso-variación del momento lineal (masa constante):

Fdt = mdv ,

para una fuerza constante F aplicada se tiene que:

vf = vi + at (1)

Integrando esta ecuación, se obtiene:

xf = xi + vit+
1

2
at2 . (2)

Sin más que despejar el tiempo t en la Ec. (1) y sustituirlo
en la Ec. (2), se obtiene la expresión:

1

2
m
(
v2f − v2i

)
= F (xf − xi) .

Para una part́ıcula elemental las fuerzas aplicadas son
conservativas y el desplazamiento de la fuerza coincide
con el desplazamiento de la la part́ıcula. Esta ecuación
de la enerǵıa cinética es equivalente al teorema trabajo-
enerǵıa. Multiplicando la segunda ley de Newton por v:

Fvdt = mvdv ,

con dx = vdt y vdv = d(v2/2), se tiene que

fw

i

Fdx =

fw

i

md

(
v2

2

)
,

de donde se obtiene el teorema trabajo-enerǵıa cinética:

W = ∆K .

La enerǵıa cinética es la única forma de enerǵıa que puede
tener una part́ıcula elemental. Si la fuerza proviene de un
campo potencial V (x):

F = −dV (x)

dx
,

y

W =

fw

i

Fdx = −
fw

i

dV (x)

dx
dx = −∆V (x) ,

de donde se obtiene finalmente que:

∆K + ∆V (x) = 0 ,

o teorema de conservación de la enerǵıa mecánica para
fuerzas conservativas.

Figura 4. Cuerpo formado por i part́ıculas de masa mi. Sobre
cada part́ıcula actúa una fuerza externa Fiext y una fuerza in-
terna Fiint =

∑
i 6=j Fij debida a sus interacciones con el resto

de las part́ıculas. Estas fuerzas internas se consideran conser-
vativas y que cumplen la tercera ley de Newton, existiendo
como pares acción-reacción. Las velocidades vi se miden en el
referencial S y las velocidades v̄i en el referencial del centro
de masas del cuerpo [15].

Cuerpos extensos

La segunda ley de Newton aplicada a un cuerpo de
masa M =

∑
imi formado por varias part́ıculas de masa

mi, con Fi = miai, implica que [15]:∑
i

Fiext +
∑
i

Fiint = Macm ,

donde Fiext es la fuerza externa aplicada sobre la i-ésima
part́ıcula del cuerpo, y donde Fiint es la fuerza interna,
debida a la resultante de las fuerzas de las demás part́ıcu-
las del cuerpo sobre la i-ésima part́ıcula. Si las fuerzas
internas se consideran que son fuerzas conservativas y
que aparecen como pares de acción reacción, entonces
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i Fiint = 0. En este caso, la segunda ley de Newton

aplicada a un sistema extenso viene dada por:∑
i

Fiext +
∑
i

Fiint = Macm ,

donde:

acm =

∑
imiai
M

.

es la aceleración del centro de masas del cuerpo.
En la f́ısica newtoniana las fuerzas se aplican si-

multáneamente, en cualquier sistema de referencia, sobre
el cuerpo. La ecuación impulso-variación del momento
lineal se puede poner como:

Fdt = Mdvcm .

donde F =
∑
j Fj es la fuerza resultante y donde:

vcm =

∑
imivi
M

,

es la velocidad del centro de masas del cuerpo.
La variación de la velocidad del centro de masas si las

fuerzas actúan durante un intervalo de tiempo t es:

vfcm = vicmt+ acmt .

El desplazamiento dxcm,

xcm =

∑
imixi
M

,

viene dado por

xfcm = xicm + vicmt+
1

2
acmt

2 .

Se tiene que:

1

2
M
(
v2fcm − v2icm

)
= F (xfcm − xicm) .

En la resultante F entran tanto las fuerzas externas con-
servativas como las posibles fuerzas externas no conserva-
tivas (las fuerzas internas se han considerado todas ellas
conservativas). Esta ecuación es la denominada ecuación
del centro de masas (pues la información que proporcio-
na se refiere al centro de masas), ecuación de la enerǵıa
cinética (pues es la única enerǵıa sobre la que se puede
obtener información aplicando la segunda ley de New-
ton) o ecuación del pseudo-trabajo [6] (pues el produc-
to F (xfcm − xicm) de la fuerza resultante por el despla-
zamiento no es un trabajo). No debe confundirse esta
ecuación con el, en general, inexistente, teorema trabajo-
enerǵıa cinética para un cuerpo extenso.

Algunos de los conceptos equivocados en los libros de
texto provienen del hecho de que a la segunda ley de New-
ton se le pide más de lo que puede dar. Muchos profesores

parecen creer que la segunda ley de Newton Fdt = dp,
siendo F =

∑
k Fk la suma de las fuerzas aplicadas, pro-

porciona toda la información necesaria para resolver un
problema t́ıpico de mecánica. Sin embargo, la segunda
ley de Newton, convenientemente integrada, sólo propor-
ciona información sobre la variación de la enerǵıa cinéti-
ca Kcm = Mv2cm/2 del centro de masas del cuerpo, con
dKcm = Fdxcm. No es pues la ecuación del balance de
enerǵıas. A veces se oye decir, o se escribe, que un de-
terminado problema se puede resolver bien por fuerzas
o bien por enerǵıas, abundando en esta idea de que la
segunda ley de Newton es también una ecuación de la
enerǵıa.

Información adicional sobre el comportamiento de un
sistema de part́ıculas (bien caracterizado microscópica-
mente) se puede obtener de la siguiente manera. Si se
considera la fuerza neta Fi, Fi = Fiext + Fiint aplicada a
la i-ésima part́ıcula, con:

Fidt = midvi

y esta ecuación, segunda ley de Newton para la i-ésima
part́ıcula, se multiplica por vi, su velocidad:

Fividt = mividvi ,

se tiene que:

Fidxi = mid
v2i
2
.

Sumando para todas las part́ıculas del cuerpo, se tiene:∑
i

Fiextdxi +
∑
i

Fiintdxi =
∑
i

mid
v2i
2
.

Si todas las fuerzas implicadas son conservativas, enton-
ces las integrales anteriores serán, respectivamente, los
trabajos realizados por las fuerzas externas e internas:∑

i

Fiextdxi = Wext∑
i

Fiintdxi = Wint

de donde se podrá escribir.

Wext +Wint = ∆K .

La suma del trabajo realizado por las fuerzas externas
Wext ≡

∑
i Fiextdxi, más el trabajo de las fuerzas inter-

nas Wint ≡
∑
i Fiextdxi es igual a la variación total de

la enerǵıa cinética ∆K ≡
∑
imid(v2i /2) o suma de las

variaciones de las enerǵıas cinéticas de todas y cada una
de las part́ıculas componentes del cuerpo.

Cada velocidad vi se puede referir a la velocidad de
la part́ıcula respecto del centro de masas v̄i, menos la
velocidad del centro de masas vcm:

vi = v̄i − vcm ,
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La variación de la enerǵıa cinética total se puede expresar
como:

dK =
∑
i

mid
(v̄i − vcm)2

2
=

=
∑
i

mid
v̄2i
2

+
∑
i

mid
v2cm
2
− vcm ·

∑
i

midv̄
2
i .

Puesto que
∑
imidv̄

2
i ≡ 0, por la propia definición del

centro de masas, entonces: la variación de enerǵıa cinética
total se puede dividir en dos partes (Teorema de König):

mid
v2i
2

= mid
v̄2i
2

+mid
v2cm
2
,

∆K = ∆Kint + ∆Kcm ,

o variación de la enerǵıa cinética interna, respecto del
centro de masas, más la variación de la enerǵıa cinética
del cuerpo como un todo, o enerǵıa cinética del centro de
masas. Por tanto, se tiene que para un cuerpo formado
por muchas part́ıculas:

Wext +Wint = ∆Kint + ∆Kcm .

∆Kint +Wint = ∆U .

Wext = ∆Kcm + ∆U .

Este seŕıa el teorema trabajo externo-enerǵıas, las
fuerzas externas se ha considerado que son todas ellas
conservativas, para un cuerpo extenso formado por
part́ıculas que interaccionan de la forma considerada,
que ahora incluye enerǵıas adicionales a la enerǵıa
cinética.

En algunos libros de texto se ‘generaliza’ el teorema
trabajo enerǵıa de tal manera que se introduce el con-
cepto de ‘trabajo de las fuerzas no conservativas’ WN,
con WC + WN = ∆K de tal forma que se luego se escri-
be WN = ∆K + ∆V (x). Esta ecuación es completamente
incorrecta. (Los autores aplican esta ecuación explicando
que cuando las enerǵıas mecánicas ∆K+ ∆V (x) desapa-
recen se transforman en el famoso, pero incorrecto, ‘tra-
bajo de las fuerzas no disipativas’ ∆K + ∆V (x) → WN.
Pero cuando la enerǵıa mecánica desaparece no se trans-
forma en trabajo. Naturalmente, la ecuación anterior no
se puede aplicar a la inversa, pues es imposible que fuer-
zas disipativas den lugar a la creación de trabajo mecáni-
co WN 6= ∆K+∆V (x)). Por ejemplo, el concepto de ‘tra-
bajo realizado contra las fuerzas de fricción’ es un concep-
to equivocado puesto que en el referencial S∞ en el que
hay un cuerpo de masa cuasi-infinita (la tierra, un muro,
etc.) que permanece en reposo, las fuerzas de rozamiento
no realizan trabajo [1] y, además, tal expresión sugie-
re, de forma equivocada, que el teorema trabajo-enerǵıa,
sólo válido para part́ıculas elementales, es también válido
para cuerpos extensos moviéndose bajo fuerzas no con-
servativas (como, por ejemplo, las fuerzas de fricción).
(Ver el apéndice sobre fricción).

Primer principio de la termodinámica

Las consideraciones anteriores sobre fuerzas internas
y externas, trabajos internos y externos, variaciones de
enerǵıa cinética y de enerǵıa interna sugieren la forma en
que puede aplicarse la segunda ley de Newton a un siste-
ma que se encuentre microscópicamente bien caracteriza-
do y los nuevos conceptos que deben introducirse. Pero,
en general, este conocimiento microscópico de un sistema
no se tiene, algunas de las fuerzas que intervienen, tanto
externas como internas, pueden ser no conservativas, y
pueden aparecer procesos de intercambio de enerǵıa con
el sistema que no se pueden caracterizar mecánicamente.

En estas circunstancias se reconoce que se debe in-
troducir un nuevo principio de la f́ısica, diferente de la
segunda ley de Newton, que permita abordar estas situa-
ciones y describirlas f́ısicamente. Este nuevo principio es
el principio de conservación de la enerǵıa, que va a incluir
formas de enerǵıa que no se incluyen en la segunda ley
de Newton debido a que no se les sabe asociar momento
lineal, o primer principio de la termodinámica.

Aśı, para considerar los efectos térmicos producidos
por una fuerza de fricción, o una fuerza no conservati-
va en general, se debe utilizar el primer principio de la
termodinámica, que en su forma más sencilla viene dado
por [16]:

∆E = Wext +WD +Q , (3)

donde ∆E = ∆Kcm + ∆U es la variación de enerǵıa total
del cuerpo,

∆Kcm + ∆U = Wext +WD +Q ,

siendo ∆U la variación de su enerǵıa interna, y donde
Wext = −∆UW es el trabajo de configuración intercam-
biado con una fuente de trabajo externa, WD son posibles
trabajos disipativos (ruedas de paletas de Joule, calenta-
miento por efecto Joule mediante una resistencia eléctri-
ca, etc.) y Q = −∆UT [17] es la enerǵıa intercambiada
(calor) con un foco térmico a temperatura T [18] con:

∆Kcm + ∆U + ∆UW + ∆UT = WD . (4)

A su vez, la variación de enerǵıa interna ∆U

∆U = ∆UR + ∆UT + ∆Uξ + · · ·

puede incluir varios tipos de enerǵıas como, por ejemplo,
la variación de la enerǵıa cinética de rotación ∆UR (que
es enerǵıa cinética medida respecto del centro de masas),
la variación de enerǵıa potencial acumulada en enlaces
qúımicos ∆Uξ (enerǵıa potencial electrostática), enerǵıa
interna asociada a variaciones de temperatura ∆UT , etc.
Tanto el trabajo como el calor no son funciones de es-
tado sino funciones de proceso y caracterizan la forma
de intercambian enerǵıa por parte del sistema con el en-
torno, por lo que son enerǵıa en tránsito. Esto significa
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que no debe confundirse la variación de enerǵıa interna
de un sistema (que puede dar lugar a variaciones de tem-
peratura del sistema), que se refiere a la variación de una
función de estado del sistema, con el calor, que es enerǵıa
intercambiada entre el sistema y su entorno debida a di-
ferencias de temperatura entre el sistema y el entorno.
Por tanto, no tiene sentido f́ısico el concepto de ‘calor
acumulado en un cuerpo’.

En un proceso f́ısico cualquiera, el balance de enerǵıa
lo proporciona el primer principio de la termodinámica

dKcm + dKR + dUξ + dUT + · · ·

=
∑
j

dWj + dWD + dQ+ · · · , (5)

en el que intervienen diversas enerǵıas, funciones de esta-
do, como la enerǵıa interna, que incluye la enerǵıa cinéti-
ca de rotación, enerǵıas qúımicas, térmicas, etc., y tam-
bién diversos trabajos termodinámicos, disipativos, y el
calor. Esta es una ecuación no positiva en el sentido de
que indica que si el balance de enerǵıas inicial no es igual
al balance final, algo se ha olvidado, aunque no se indique
qué pueda ser. En esta ecuación va a entrar información
sobre los procesos realizados sobre el sistema, trabajos,
calor, etc., y sobre las variaciones de las funciones de esta-
do del sistema, etc., aunque cada una de estas ecuaciones
de la enerǵıa debe ser obtenida por algún otro método (la
ecuación de la enerǵıa cinética, la ecuación de la enerǵıa
cinética de rotación, etc.). Para un determinado proce-
so se podrá obtener información sobre los efectos térmi-
cos relacionados con el mismo mediante la integración en
el primer principio de la termodinámica de información
mecánica sobre dicho proceso proporcionada por la ecua-
ción del centro de masas (ecuación de la enerǵıa cinética
de traslación) o su equivalente en rotación (ecuación de
la enerǵıa cinética de rotación).

Sin embargo, un aspecto importante de la termo-
dinámica es que asigna entroṕıa a cada enerǵıa, exigiendo
que al final de un proceso la entroṕıa sea mayor o igual
que al principio, a la vez que se conserva la enerǵıa. Si
la entroṕıa permanece constante, entonces el proceso
es reversible y puede describirse desde un punto de
vista mecánico en un sentido o en el inverso. Pero si el
incremento de entroṕıa a lo largo del proceso es positivo,
entonces el proceso es irreversible desde el punto de vista
mecánico, cierta enerǵıa mecánica se habrá disipado
como tal, convertida en calor, enerǵıa interna, etc., y el
proceso no puede invertirse. Es decir, en la Ec. (5) sólo se
permiten aquellas transformaciones que, aún cumpliendo
esa igualdad, sólo se desarrollen con conservación, o
aumento, de la entroṕıa total, del universo, y no estarán
permitidas aquellas transformaciones que impliquen una
disminución de la entroṕıa del universo. Por ejemplo,
cediendo calor a un sistema no se podrá lograr que su
centro de masas adquiera una cierta velocidad.

MOVIMIENTO DE TRASLACIÓN

Se va considerar un proceso en el que un bloque sólido
se desplaza sobre una superficie rugosa, con la que roza,
disipándose enerǵıa mecánica, sometido, a su vez, a una
fuerza conservativa, proveniente de la interacción de un
campo eléctrico con una carga eléctrica fijada en el blo-
que. El ejercicio se resuelve primero en el referencial S∞
en el que la superficie sobre la que se desliza el cuerpo
se encuentra en reposo y después en un referencial SA en
configuración estándar respecto del primero.

Este ejercicio va a permitir mostrar claramente las di-
ferencias entre el tratamiento Newton-Galileo y el trata-
miento Einstein-Minkowski (que se lleva a cabo más ade-
lante) de un mismo problema [19]. El desarrollo de ambas
descripciones permite poner de manifiesto las ventajas de
la descripción Einstein-Minkowski sobre la descripción
Newton-Galileo. Aunque las matemáticas del formalis-
mo Einstein-Minkowski [20] pueden parecer demasiado
complicadas, la potencia y versatilidad del formalismo
ayudan a conseguir descripciones coherentes del proceso
[21].

F
v

i
f

∆t v
f

L

µ

N

mg
B

8

Z

T

S
8

m
q

E

x

y
C

+

+

+

+

+

+

+

+

+

-

-

-

-

-

-

-

-

-

Figura 5. Cuerpo Z de masa m, con velocidad inicial vi, que
es arrastrado mediante una fuerza conservativa F = Eq (pro-
ducida por la acción del campo eléctrico E sobre la carga q
depositada sobre Z) durante un intervalo de tiempo ∆t = t0,
medido en el referencial S∞ en el que el suelo B∞ permanece
en reposo y se encuentra a la misma temperatura T que el
cuerpo Z. El cm del cuerpo recorre una distancia ∆x = L
durante el proceso. La velocidad final del cuerpo Z es vf .
El cuerpo tiene un coeficiente de rozamiento dinámico con el
suelo igual a µ.

Segunda ley de Newton

Considérese la descripción de un bloque ŕıgido de masa
m que se desplaza sobre una superficie horizontal rugosa
B∞, de masa cuasi-infinita, sometido a una fuerza con-
servativa F , producida por la interacción de un campo
eléctrico sobre una carga eléctrica fijada al cuerpo, y a
una fuerza de rozamiento f (Ley de Amontons: (i) la
fuerza de rozamiento no depende del tamaño de las su-
perficies puestas en contacto, y (ii) es proporcional a la
normal, y Ley de Coulomb, (iii) la fuerza de rozamiento
no depende de la velocidad), tal que f = −µmg (Fig. 5).

Se ha elegido este ejercicio por las siguientes razones:
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(i) se encuentra en todos los libros de texto de f́ısica uni-
versitaria; (ii) en su descripción en estos libros de texto
se suele confundir la ecuación del centro de masas con
el teorema trabajo-enerǵıa e, incluso, con el primer prin-
cipio de la termodinámica; (iii) en los libros de texto se
suelen ignorar los efectos térmicos que se producen o, en
cualquier caso, no se formalizan; (iv) es el ejemplo más
sencillo de un proceso en el que intervienen fuerzas con-
servativas y no conservativas; (v) la interacción electro-
magnética, que produce la fuerza F es paradigmática de
la teoŕıa especial de la relatividad, y los cálculos relativos
a ella son exactos; y (vi) la descripción pre-Einstein de
este proceso no es ni covariante bajo transformaciones de
Galileo –debido a la fuerza electromagnética, que no lo
es–, ni invariante bajo transformaciones de Lorentz –pues
la segunda ley de Newton no lo es–.

La aplicación de la segunda ley de Newton (ecuación
impulso lineal-momento lineal) a este proceso [el tiempo
es universal y todos los relojes, tanto aquellos en reposo
respecto de B∞ como aquellos que se mueven con el blo-
que, indican el mismo tiempo y miden el mismo intervalo
de tiempo]:

mvf −mvi = (F − µmg) t0 , (6)

permite obtener la velocidad final, conocido el intervalo
de tiempo t0 durante el que se aplican las fuerzas.

Ecuación del centro de masas

Información adicional sobre este proceso se puede ob-
tener mediante la ecuación del centro de masas, la cual
se puede obtener a partir de la segunda ley de Newton
de diversas maneras.

1. Si las fuerzas aplicadas son constantes y la ace-
leración a = (F − µmg)/m es constante, se tiene
que:

vf = vi + at0 ,

xf = xi + vit0 +
1

2
at20 ,

siendo xf − xi = L el espacio recorrido por el blo-
que durante el intervalo de tiempo t0. Eliminando
el tiempo t0 entre estas ecuaciones, se obtiene di-
rectamente la ecuación:

1

2
mv2f −

1

2
mv2i = (F − µmg)L . (7)

Conocida la velocidad final vf mediante la aplica-
ción de la ecuación impulso-momento lineal Ec. (6),
esta Ec. (7), ecuación del centro de masas, ecuación
de la enerǵıa cinética de traslación o ecuación del
pseudotrabajo, permite obtener el espacio L, reco-
rrido por el bloque durante el proceso. Tanto las
velocidades vf y vi como el desplazamiento L se
refieren al centro de masas del sistema.

2. Considerando que se tiene que:

d
[
v2/2

]
dv

= v =
dx

dt
,

se puede poner:

m d(v2/2)

m dv
=

(F − µmg) dx

(F − µmg) dt
.

Por tanto, si se cumple la ecuación Impulso Lineal–
Momento Lineal, también se cumplirá la ecuación
del centro de masas o de la enerǵıa cinética de tras-
lación:

vfw

vi

md

(
v2

2

)
=

xfw

xi

(F − µmg) dx ,

vfw

vi

mdv =

t0w

0

(F − µmg) dt .

Integrando se obtienen las ecuaciones:

1

2
mv2f −

1

2
mv2i = (F − µmg)L , (8)

mvf −mvi = (F − µmg) t0 . (9)

Por la forma en que han sido obtenidas es obvio
que ambas contienen la misma información, aunque
expresada de formas diferentes.

3. Considerando que en un proceso infinitesimal para
este proceso se tiene que:

mdv = (F − µmg) dt ,

multiplicando ambos miembros por v, se tiene:

mvdv = (F − µmg) vdt .

Esta nueva ecuación se puede integrar, con dx =
vdt, para un proceso finito, como:

vfw

vi

md

(
v2

2

)
=

xfw

xi

(F − µmg) dx .

Integrando esta expresión, se tiene la ecuación de
la enerǵıa cinética:

1

2
mv2f −

1

2
mv2i = (F − µmg)L , (10)

con L = (xf − xi).

Estas tres formas de obtener la ecuación del centro de
masas o Ecuación de la Enerǵıa Cinética de Traslación
Ec. (8) indican claramente que dicha ecuación contiene la
misma información que la segunda ley de Newton Ec. (9),
expresada de otra manera. Dada una cualquiera de estas
dos ecuaciones, la otra se obtiene inmediatamente.
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Trabajo y Enerǵıa

La descripción anterior del proceso es correcta, pero
incompleta desde un punto de vista f́ısico. Aśı, dicha des-
cripción no da cuenta del efecto experimental del aumen-
to de la temperatura (al menos, durante unos instantes)
de la superficie rugosa sobre la que desliza el cuerpo (in-
cluso, del propio cuerpo).

Una forma de considerar este efecto térmico asociado
a la fuerza de rozamiento no conservativa podŕıa ser la
siguiente. Si se supone que el cuerpo se desliza unica-
mente bajo el efecto de la fuerza conservativa F , durante
el mismo desplazamiento ∆x = L (aunque durante un
intervalo de tiempo t̄0 diferente de t0), alcanzaŕıa una
velocidad final v̄f dada por la correspondiente ecuación
del centro de masas y la segunda ley de Newton:

1

2
mv̄2f −

1

2
mv2i = FL , (11)

mv̄f −mvi = F t̄0 . (12)

Restando las dos ecuaciones de la enerǵıa cinética obte-
nidas, Ec. (10) y Ec. (11) se tendŕıa:

−
[

1

2
mv̄2f −

1

2
mv2f

]
= −µmgL . (13)

Se interpretaŕıa entonces que:

‘La pérdida de enerǵıa mecánica (diferen-
cias de enerǵıas cinéticas de traslación) es
igual al producto de la fuerza de rozamien-
to por el desplazamiento (“trabajo, negativo,
de las fuerzas de rozamiento”).’

Si ahora se considera que la desaparición de la enerǵıa
mecánica, en forma de enerǵıa cinética de traslación, se
ha transformado en calor (un concepto ajeno a la mecáni-
ca de Newton y Galileo), Q0 (negativo),

1

2
mv̄2f −

1

2
mv2f = −Q0 ,

se tendŕıa que:

Q0 = −µmgL . (14)

Aunque la Ec. (13) tiene el aspecto de la ecuación
trabajo-enerǵıa (teorema de las fuerzas vivas), en reali-
dad no lo es. Tampoco la ecuación del calor Ec. (14)
es el primer principio de la termodinámica. Aunque
todas estas ecuaciones establecen relaciones numéricas
correctas, su interpretación en función del supuesto
‘trabajo de las fuerzas de rozamiento’ no es correcta.

El teorema trabajo-enerǵıa se refiere al movimiento de
un cuerpo bajo la acción de una fuerza conservativa F
que, por lo tanto, se puede poner como la derivada de un

campo potencial escalar V (x), tal que en el caso conside-
rado F = qE :

qE = −dV (x)

dx
,

∆K =

Lw

0

Fdx = qEL ,

1

2
mv̄2f −

1

2
mv2i = qEL

se obtiene que la variación de la enerǵıa cinética K se pro-
duce a expensas de la disminución de la enerǵıa potencial
del campo V (x) = qEx – o enerǵıa de configuración –
con:

∆K = −∆V (x) ,

y que se puede expresar como una ecuación de conser-
vación (principio de conservación de la enerǵıa mecánica
para fuerzas conservativas):

∆K + ∆V (x) = 0 ; (15)

Kf + V (xf ) = Ki + V (xi) , (16)

1

2
mv2i − qExi =

1

2
mv2f − qExf . (17)

La Ecuación de Conservación de la Enerǵıa Mecánica
Ec. (15) no tiene nada que ver con la Ec. (13), pues
una fuerza disipativa como la de rozamiento no se puede
obtener, por definición, a partir de un campo potencial
escalar. El teorema trabajo-enerǵıa cinética no se puede
ampliar, como equivocadamente hacen algunos libros, al
caso de fuerzas no conservativas.

Primer principio de la termodinámica

Para un sistema formado por muchas part́ıculas, in-
teraccionantes o no, la variación de la enerǵıa cinética
total, igual a la suma de las variaciones de las enerǵıas
cinéticas de todas las part́ıculas, es igual a la suma de
todos los trabajos, debidos a fuerzas internas o externas
conservativas, realizados sobre las part́ıculas:

∆K =
∑
j

∆Kj =
∑
j

(Fintj + Fextj)∆xj .

Esta variación de enerǵıa cinética se puede dividir en dos
partes (Teorema de König), la variación de la enerǵıa
cinética del centro de masas y la variación de la enerǵıa
cinética interna o respecto del centro de masas:

∆K = ∆Kc.m. + ∆KI .

Definiendo el trabajo de las fuerzas internas, supuestas
conservativas, como la variación de una enerǵıa potencial
de interacción Φ:

Wint =
∑
j

w
Fintjdxj = −∆Φ ,
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y definiendo la enerǵıa interna como la suma:

∆U = ∆KI + ∆Φ ,

se tiene que se cumple que:

∆Kc.m. + ∆U = Wext .

Esta primera ecuación ya indica que para cuerpos exten-
sos, macroscópicos, deformables, hay que considerar un
nuevo concepto energético, el de enerǵıa interna (o fun-
ción enerǵıa como prefieren algunos autores).

Si, a su vez, el sistema está formado por cuerpos ex-
tensos, o hay fuerzas internas no conservativas, reacciones
qúımicas, sobre el sistema se pueden realizar trabajos di-
sipativos (rueda de paletas de Joule, efecto Joule, etc.),
y hay interacciones que no se pueden describir mecánica-
mente (el calor), entonces, se puede generalizar la ecua-
ción anterior, introduciendo un nuevo principio de la f́ısi-
ca, y escribiendo el primer principio de la termodinámica,
o ecuación de la enerǵıa, como:

∆Kc.m.+∆UR+∆UT+∆Uξ+· · · =
∑
k

Wk+Wdis+Q+· · · ,

donde se considera que la enerǵıa interna puede variar
por rotación, con la temperatura, por reacciones qúımi-
cas, etc., que es un principio de la f́ısica diferente de la
segunda ley de Newton: el principio de conservación de
la enerǵıa. En esta expresión cualquier posible ‘enerǵıa
potencial’, interacción con un campo externo, entra
como ‘trabajo externo realizado contra una fuerza
conservativa’, siendo uno de los Wk trabajos de confi-
guración realizados sobre el sistema. Y como ya se ha
visto, algunos de estos sumandos deben ser calculados
aplicando leyes espećıficas de la f́ısica.

Ecuación de la enerǵıa disipada

Volviendo al bloque que desliza por la superficie rugo-
sa, se tiene que por la segunda ley de Newton se sabe
que:

m (vf − vi) = (F − µmg) t0 ,

1

2
m
(
v2f − v2i

)
= (F − µmg)L ,

y que el trabajo de la fuerzas externas es Wext = FL,
pues sólo las fuerzas conservativas realizan trabajo, con
lo que, por el primer principio de la termodinámica:

1

2
mv2f −

1

2
mv2i + ∆UT = FL+Q ,

Combinando las dos ecuaciones, ecuación de la enerǵıa
cinética y el primer principio de la termodinámica:

1

2
mv2f −

1

2
mv2i = (F − µmg)L ,

1

2
mv2f −

1

2
mv2i + ∆UT = FL+Q ,

se tiene que:

∆UT −Q = µmgL = Q0 .

Esta ecuación explica los efectos térmicos que se pueden
observar, entre otros, que el cuerpo que se mueve aumen-
ta su temperatura ∆U = mc(Tf−T ), y que en el proceso
se emite enerǵıa en forma de calor. Si se admite que la
temperatura inicial y final del bloque es la misma (la
enerǵıa mecánica disipada va a terminar en el suelo B∞,
que actúa como un foco térmico), en este caso ∆U = 0 y

Q = −µmgL = Q0 .

Es ésta la verdadera ecuación del calor (que coincide
numéricamente con la ecuación anteriormente obtenida).

La variación de la entroṕıa del universo para este pro-
ceso viene dada por:

∆SU =
QT
T

=
µmgL

T
,

siendo QT ≡ −Q el calor absorbido por el foco térmico a
temperatura T en contacto diatermo con el bloque que
desliza. Esto significa que el proceso de destrucción de
enerǵıa mecánica por fricción es un proceso irreversible.

[Si se quiere describir que el cuerpo Z aumenta su tem-
peratura y su enerǵıa interna, se puede considerar que
Q = 0 (un proceso rápido) y que ∆U = mc(Tf − Ti). En
este caso

Tf = Ti +
−∆Kcm

Mc
> Ti ,

y

∆S̄U = Mc ln
Tf
Ti
.

Esta variación de entroṕıa del universo es menor que en el
caso anterior debido a que ahora, entre el bloque a tempe-
ratura Tf y el foco a temperatura Ti se podŕıa recuperar
algo de enerǵıa mecánica, por ejemplo conectando entre
ambos una máquina de Carnot.]

Si para el bloque se quiere obtener la misma velocidad
final vf , pero en ausencia de rozamiento, se debe recorrer
una distancia L̄ menor que L, con:

m (vf − vi) = F t̄1 ,

1

2
m
(
v2f − v2i

)
= FL̄ ,

siendo t̄1 el nuevo tiempo que se necesita para alcanzar
la misma velocidad final vf con la distancia L̄ recorrida
sin rozamiento;

∆Kcm =
1

2
mv2f −

1

2
mv2i = FL̄ ,

que coincide con el primer principio de la termodinámica
para esta fuerza conservativa:

1

2
mv2f −

1

2
mv2i = FL̄ ,
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Combinando las dos ecuaciones, con rozamiento y sin ro-
zamiento, del primer principio de la termodinámica:

1

2
mv2f −

1

2
mv2i = FL̄ ,

1

2
mv2f −

1

2
mv2i = FL+Q1 ,

se tiene que

Q1 = −F
(
L− L̄

)
.

La diferencia de desplazamiento
(
L− L̄

)
en el caso con

rozamiento y en el caso sin rozamiento, multiplicado por
la fuerza F , proporciona el trabajo mecánico disipado,
convertido en la enerǵıa con mayor entroṕıa.

Descripción en el referencial SA

De acuerdo con el principio de relatividad, un observa-
dor en un referencial inercial SA en configuración estándar
respecto del referencial S∞, debe llevar a cabo su propia
descripción de un proceso utilizando ecuaciones que de-
ben tener la misma forma funcional en SA que en S∞.
Aśı, debe tenerse:

m (vfA − viA) =
∑
k

FkAdtA ,

1

2
m
(
v2fA − v2iA

)
=
∑
k

FkALA ,

∆KcmA + ∆UA =
∑
k

WkA +QA .

Naturalmente, la descripción en SA debe ser compatible
con la descripción en S∞. Se tiene que el tiempo es ab-
soluto, el mismo para todos los referenciales:

dtA = dt ;

las fuerzas son invariantes (las fuerzas debidas a la inter-
acción electromagnética no son invariantes bajo trans-
formaciones de Galileo, pero en la f́ısica pre-Einstein se
consideran invariantes; ver más adelante): FA = F = qE ,
fA = −µmg ; las velocidades se transforman entre refe-
renciales de acuerdo con la transformación de Galileo:

viA = vi − V ,
vfA = vf − V ,
vcmA = vcm − V .

Las longitudes se transforman como:

LA = L− V t0 .

Se debe admitir que en SA la fuerza de rozamiento f tiene
un desplazamiento asociado LfA = −V t0 y un ‘producto
fuerza-desplazamiento’:

WfA = fLfA = −µmgV t0 .

El observador en SA observa que el suelo sobre el que
desliza el cuerpo Z se mueve con velocidad −V . Por su
propia definición, la enerǵıa interna es invariante: ∆UA =
∆U . Se tiene:

m [(vf − V )− (vi − V )] =
∑
k

(F − µmg) t0 ,

1

2
m
[
(vf − V )

2 − (vi − V )
2
]

= (F − µmg) (L− V t0) ,

1

2
m
[
(vf − V )

2 − (vi − V )
2
]

= F (L− V t0)

− µmgV t0 +Q .

En el referencial SA a la fuerza no conservativa f = −µmg
se le asocia un desplazamiento ∆xf = −V t0, y un ‘pro-
ducto fuerza-desplazamiento’ µmgV t0, puesto que para
el observador en SA el suelo se mueve con velocidad V .
Se tienen las ecuaciones:

m [vf − vi] =
∑
k

(F − µmg) t0 ,

1

2
m
(
v2f − v2i

)
− V m [vf − vi] = (F − µmg)L

+ V (F − µmg) t0 ,

1

2
m
(
v2f − v2i

)
− V m [vf − vi] = FL

+ V F (L− V t0) t0 +Q .

Cada ecuación en SA se puede dividir en dos ecuaciones,
cada una de las cuales se cumple en S∞, demostrándose
que la descripción en SA es correcta si también lo es en
S∞. Se tiene que:

Q = −µmgL .

El calor es un invariante Galileano.

ENERGÍA Y ENTROPÍA

Supóngase que se dispone de una bola de acero que
se mueve con cierta velocidad v en un sistema de re-
ferencia S∞ en el que toda una serie de aparatos para
transformar enerǵıas (péndulos, alternadores, condensa-
dores, etc.) permanecen en reposo. Con una enerǵıa total
E = K + U , un momento lineal p = mv y una enerǵıa
cinética K = mv2/2, nada impide que toda ese enerǵıa
cinética se transforme en otro tipo de enerǵıa mecánica.
Por ejemplo, la bola choca con otra igual que se encuentra
en reposo y colgada de un hilo, la primera se detiene, la
segunda se eleva en el campo gravitatorio, supuesto uni-
forme, de la tierra. Esta bola se puede dejar caer mientras
eleva una masa igual de agua hasta cierta altura. El agua
al descender mueve una turbina que genera electricidad y
con esa electricidad se carga un condensador. El conden-
sador cargado se puede utilizar para proporcionar enerǵıa
cinética a otras bolas mediante un campo eléctrico y car-
gas depositadas sobre las mismas. Es decir, si se hace un
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recuento del estado de cada aparato, se puede ver que
con cada enerǵıa que desaparece cambia la configuración
de otro aparato y que la enerǵıa se ha conservado. Con
suficiente habilidad, cada proceso es reversible. En cada
transformación, la variación de entroṕıa asociada es cero.

En el caso en el que la bola deslizase por una superficie
rugosa, en reposo en S∞, cuando termina por pararse,
no hay ningún aparato del que se pueda decir que ha
cambiado su configuración. Lo que podŕıa suceder es que
los pequeños salientes que han interaccionado entre la
bola y el suelo se han puesto a vibrar y la enerǵıa cinética
inicial está en forma de enerǵıas cinéticas microscópicas.
Con la configuración microscópica adecuada, altamente
improbable, la bola y el suelo podŕıan interaccionar de
tal manera que la bola saliese del reposo adquiriendo su
velocidad inicial. Pero puesto que los pequeños salientes
terminan por pararse y disipar esa enerǵıa de vibración
en forma de fotones o de fonones, ya no hay manera,
probabilidad nula, de recuperar la situación inicial. Es
en ese momento cuando a la enerǵıa que inicialmente fue
cinética se le asocia una alta entroṕıa, indicando que el
proceso debe ser considerado irreversible.

Aśı como en la interacción de la bola con un campo
conservativo se conserva la enerǵıa y su capacidad de
realizar trabajo, o en choques elásticos en que se con-
servan enerǵıa y momento lineal, en la interacción con
rozamiento la enerǵıa se conserva, pero la interacción es
con un campo de fuerzas aleatorio, que termina por des-
aparecer, que hace imposible recuperar la enerǵıa inicial
con el momento lineal inicial.

Una forma muy curiosa de obtener el principio de
Arqúımedes es mediante una aplicación del denominado
‘principio del mı́nimo de la enerǵıa potencial’. Si una
bola de acero se deja sobre un baño de mercurio,
idealmente, la bola de acero debeŕıa oscilar, entrando de
más en el ĺıquido, respecto de lo que le corresponde por
el teorema de Arqúımedes, y saliendo de nuevo. Pero
aunque la bola oscila durante un tiempo, en oscilaciones
amortiguadas, termina por pararse. Se tiene un cubo
de madera justo encima de la superficie de un ĺıquido
encerrado en una probeta. Se deja libre el trozo de
madera y después de un cierto tiempo, la madera flota
sobre el ĺıquido, con una parte de su volumen sumergido.
El volumen sumergido es tal que si la madera se hunde
un poco más, y el liquido asciende, la enerǵıa potencial
aumenta y si la madera flota un poco más, y el ĺıquido
desciende, la enerǵıa potencial también aumenta. La
situación de equilibrio final es la de mı́nima enerǵıa
potencial compatible con las condiciones de contorno.
La diferencia entre la enerǵıa potencial inicial y la final
se ha disipado en forma de calor. En realidad, debeŕıa
suceder que al dejar libre la madera, ésta y el ĺıquido
comenzasen a oscilar y aśı se mantuvieran. En esta
situación de oscilación el sistema pasaŕıa por un mı́nimo
de enerǵıa potencial y un máximo de enerǵıa cinética,
hasta situaciones de enerǵıa potencial máxima y enerǵıa

cinética cero. Pero como hay rozamiento, la enerǵıa
cinética se disipa hasta alcanzar la máxima entroṕıa
compatible con el sistema que es, precisamente, cuando
se alcanza el mı́nimo de enerǵıa potencial. Mientras la
enerǵıa potencial no alcance el mı́nimo todav́ıa queda
enerǵıa cinética por disipar. Cuando el conjunto alcanza
el equilibrio, cumpliéndose el teorema de Arqúımedes,
parte de la enerǵıa potencial inicial se ha disipado, au-
menta la temperatura del ĺıquido y del cuerpo, aśı como
la entroṕıa del universo, demostrándose que el proceso
es irreversible.

Con el primer principio de la termodinámica: (i) hay
que comprobar que la enerǵıa se conserva; (ii) hay que
asignar entroṕıa a cada enerǵıa que interviene en el
proceso y comprobar que la entroṕıa final es mayor o
igual que la inicial. Este segundo paso se suele olvidar.
Si la entroṕıa final es mayor que la inicial, el proceso
se puede producir espontáneamente. Si la variación
de entroṕıa es cero, el proceso será mecánicamente
reversible y si la entroṕıa final es menor que la inicial, el
proceso está prohibido.

Lh

N

mg

α

f

α

α

vf

v

vi

Figura 6. Bloque en un plano inclinado de longitud L, altura
h, ángulo α. El coeficiente de fricción entre el bloque y el
plano inclinado es µ. Se aplican las reglas fenomenológicas de
Amontons y Coulomb para describir la fuerza de fricción.

Considérese el caso de un bloque, de masa m, que des-
ciende por una rampa de ángulo α, longitud L y altura
h. Se supone que no hay fuerza de rozamiento entre la
rampa y el bloque, con el coeficiente de fricción µ = 0.
Se aplica la segunda ley de Newton (ecuación impulso-
variación de momento):

mg sen αt0 = mvf ,

y se obtiene la ecuación de la enerǵıa cinética:

1

2
mv2f = mg senαL .

Con estas ecuaciones, fijados los parámetros, se puede
obtener la velocidad final vf y el tiempo transcurrido t0.
Aplicando el primer principio de la termodinámica a este
proceso, se tiene:

1

2
mv2f = mgh ,
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donde W = mgh = mg cosαL es el trabajo realizado por
las fuerzas externas gravitatorias sobre el bloque. Este
trabajo se puede poner como variación de la enerǵıa po-
tencial, asociada a cada configuración bloque-tierra:

mgh ≈ m
hiw

∞

GMT

(RT + r)2
dr −m

hfw

∞

GMT

(RT + r)2
dr ;

h = hf − hi

mgh ≈ −m
hiw

hf

GMT

R2
T

dr ; g =
GMT

R2
T

.

mgh ≈ m
[

GMT

(RT + hi)
− GMT

(RT + hf )

]
;(

1 +
h

RT

)−1
≈
(

1− h

RT

)
.

Para la variación de la enerǵıa potencial del bloque
la variación de entroṕıa es cero. Se trata de una fuerza
conservativa (si se acumula la enerǵıa que se puede
obtener desde que el bloque viaja desde infinito hasta la
distancia RT + h del centro de la Tierra, es decir, hasta
la altura h, se puede proporcionar enerǵıa cinética al
bloque y devolverlo al infinito). Para la enerǵıa cinética
de traslación del bloque la entroṕıa también es cero.
La entroṕıa final del proceso es igual a la entroṕıa
inicial, cero. Esto significa que si se toma una rampa
igual a la primera y al bloque situado en su base se le
proporciona la misma enerǵıa cinética, con la velocidad
apuntando hacia arriba, podrá ascender por la rampa
hasta alcanzar, exactamente, su altura inicial. Todo el
universo, bloque, tierra y rampa, volveŕıan a su mismo
estado inicial.

Supóngase ahora que entre la rampa y el cuerpo śı hay
una fuerza de rozamiento que se opone al descenso del
bloque por la rampa, con µ 6= 0, y con |f | = µmg cosα.
Por la segunda ley de Newton:

(mg sen α− µmg cosα) tp = mvp ,

donde vp y tp son la nueva velocidad final y el nuevo
intervalo de tiempo, respectivamente, con la ecuación de
la enerǵıa cinética:

1

2
mv2p = (mg sen α− µmg cosα)L = mgh−µmg cosαL .

Conocidos los parámetros, incluyendo µ, se obtienen vp
y tp. Aparentemente el problema está resuelto.

Si se quiere hacer aqúı la asignación de entroṕıa y se
dice que al ‘trabajo de las fuerzas de rozamiento’ se le
asigna entroṕıa cero (igual que al trabajo de las fuerzas
conservativas), se tendŕıa que seŕıa posible el proceso si-
guiente. Se coloca la segunda rampa, se coloca el bloque

vf
f

L h

v=0

Figura 7. Lanzado con la velocidad inicial vf , el bloque no
alcanza la altura inicial h, sino una menor, debido a que la
fuerza de fricción no se invierte respecto al descenso y el la
subida se sigue oponiendo al movimiento del bloque.

al pie de la misma y se le proporciona al bloque la misma
enerǵıa cinética K = mv2p/2 que teńıa al final del proceso,
apuntando la velocidad hacia arriba. Si la entroṕıa aso-
ciada a la enerǵıa disipada por esta fuerza de rozamiento
fuese cero, el bloque alcanzaŕıa la misma altura h que
teńıa al principio. Pero esto no sucede, el bloque queda
por debajo, a una altura hp. Si, en ausencia de rozamien-
to, lanzado el bloque con la enerǵıa cinética K = mv2p/2
alcanzaŕıa una altura hr sobre la rampa, entonces

mg(h− hr) = µmg cosαL .

Aplicando el primer principio a este problema, conside-
rando que el trabajo termodinámico sólo se refiere a las
fuerzas conservativas, se tendŕıa que:

1

2
mv2p = mgh+Q .

Asignando entroṕıas en esta ecuación, que es la ecuación
de la enerǵıa y, por tanto, la correcta para hacerlo, se
tendŕıa que:

∆SU = −Q
T

=
µmg cosαL

T
.

Esto indica que en el proceso de descenso del bloque por
la rampa se ha perdido una enerǵıa mecánica (de entroṕıa
cero):

T∆SU =
µmg cosαL

T
,

que no se puede recuperar. Sólo se puede recuperar la
parte K = mv2p/2.

Hay una aparente contradicción entre la descripción
mecánica, que parece completa, y la descripción termo-
dinámica, que proporciona información adicional e inter-
preta los resultados.

Si la rampa y el bloque se prepararan exactamente de
la misma forma microscópica que teńıan cuando el blo-
que descendió, y nada de la enerǵıa se hubiera disipado,
al colocar el bloque abajo de la rampa y darle la enerǵıa
cinéticaK = mv2p/2, volveŕıa a subir hasta la misma altu-
ra. Es decir, si el bloque al descender ‘ordenara’ la rampa
de tal manera que cuando se le coloque abajo y se le pro-
porcione la enerǵıa cinética K = mv2p/2 vuelva a subir,
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el trabajo realizado seŕıa conservativo y tendŕıa asignada
entroṕıa cero. (Se puede imaginar que unidos al bloque
hay unos muelles microscópicos que no se aprecian, pero
capaces de realizar fuerzas conservativas. En su descenso,
el bloque se ve frenado y desciende con aceleración menor
que la debida a la gravedad. Cuando llega al final de la
rampa con velocidad vp, y con los muelles estirados y acu-
mulando enerǵıa mecánica, si se le proporciona la misma
enerǵıa cinética, pero con la velocidad apuntando hacia
arriba, alcanzaŕıa su altura inicial, con los muelles en su
estado inicial. La sorpresa de este resultado indicaŕıa que
una fuerza que se ha considerado como de rozamiento ha
resultado ser conservativa, con una enerǵıa ordenada que
aunque no se ve, se puede comprobar que existe y que
desde ese momento seŕıa interesante buscar. En este caso
śı se hablaŕıa del trabajo realizado por los muelles y todo
el proceso seŕıa reversible, en ausencia de rozamiento.)

Pero tal ‘ordenación’ de la rampa no sucede, pues el
bloque en su descenso desordena los puntos en contacto,
que vibran y disipan enerǵıa de tal manera que aunque el
bloque se coloque al pie de la rampa y se le proporcione
la enerǵıa K = mv2p/2, el bloque no alcanzará su altura
inicial. La configuración microscópica entre las superfi-
cies del bloque y de la rampa es tal que las fuerzas de
rozamiento ‘siempre’ se van a oponer al movimiento del
bloque, sea en descenso o en ascenso. La probabilidad de
que la configuración microscópica de la rampa y el bloque
sea tal que el bloque vuelva a subir hasta la misma altu-
ra inicial, es cero. Y eso es lo que mide la entroṕıa. Si el
bloque pudiera coger enerǵıa ordenada de la rampa, en-
friándola en el proceso para cumplir con la conservación
de la enerǵıa, y subir hasta su altura inicial, la entroṕıa
del universo disminuiŕıa a lo largo del proceso, y eso no
esta permitido.

El bloque en su descenso va interaccionando y, por
aśı decirlo, haciendo vibrar las pequeñas puntas de
interacción, que disiparán esa enerǵıa en forma de
calor cuando dejen de vibrar. La probabilidad de que
el bloque en su descenso deje colocadas las pequeñas
puntas de tal manera que situado al pie de la rampa y
proporcionándosele la enerǵıa cinética K vuelva a subir
hasta su altura inicial es cero.

Para el caso del bloque que desliza la superficie hori-
zontal rugosa B∞, sucede algo semejante. En su despla-
zamiento, las fuerzas van desordenando los puntos de
contacto, que se puede imaginar que primero acumulan
enerǵıa mecánica vibrando, pero que terminan por disi-
parla en forma de calor, aumentando la entroṕıa de aque-
lla enerǵıa. Si se pudiera preservar esas vibraciones mi-
croscópicas sin que se amortiguaran y se pudieran prepa-
rar las superficies del bloque y de la rampa de tal manera
que las fuerzas de rozamiento se invirtieran exactamente,
entonces, proporcionándole al bloque la misma enerǵıa
cinética que teńıa el final, con la velocidad apuntando
hacia atrás, entonces el bloque Z volveŕıa a su posición

inicial. Pero la probabilidad de hacerlo como se ha indica-
do es nula, pues no se puede conseguir esa configuración
microscópica.

La cuestión es que aunque el primer principio se ex-
presa como suma:

∆Kc.m. + ∆U + ∆Uξ + · · · =
∑
k

Wk +Wdis +Q + · · · ,

y hay causas del segundo miembro que ejercen acciones
sobre el primer miembro, los únicos intercambios de ener-
ǵıa permitidos son aquellos en los que la entroṕıa se con-
serva o aumenta. Para un bloque que se mueve sobre B∞
con velocidad inicial vi, pero sometido únicamente a la
fuerza de rozamiento f = −µmg, se puede escribir que

− |∆Kcm| = QT ,

con la variación de enerǵıa cinética de traslación conver-
tida en calor, pues el proceso cursa con aumento de la
entroṕıa del universo. Pero no se puede esperar que

−QT = ∆Kcm ,

y que la disminución espontánea de la enerǵıa interna del
foco térmico QT = −∆UT , vaya a conseguir que el cuer-
po adquiera enerǵıa cinética, pues tal comportamiento
cursaŕıa con disminución de la entroṕıa del universo y se
violaŕıa el segundo principio de la termodinámica (y eso
no se ha observado nunca).

CREACIÓN DE ENERGÍA MECÁNICA

F1

-F2

F2

-F1

vi
f ξ

vf

(a) (b)

Figura 8. Un automóvil, que funciona quemando un combus-
tible ξ, acelera pasando de una velocidad vi a una velocidad
vf . Las fuerzas F1 y F2 que se aplican sobre las ruedas del co-
che no realizan trabajo. La fuerza de rozamiento f se opone al
movimiento. El automóvil consume ∆ξ combustible durante
el proceso.

Sea un automóvil que desde una velocidad inicial igual
a vi = 0, acelera hasta alcanzar una velocidad final vf
(Fig. 8). Es bien conocido que las fuerzas de rozamiento
f entre las ruedas y el suelo son fuerzas que no realizan
trabajo –si el coche desliza, habrá, además fuerzas de fric-
ción que se opondrán al movimiento, aśı como la fuerza
de rozamiento con el aire–, por lo que la enerǵıa cinética
final del coche no puede provenir del trabajo realizado
por dichas fuerzas. Lo mismo sucede con una persona
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que apoyada en una pared y colocada sobre unos pati-
nes (para reducir el rozamiento), empuja contra la pared
y adquiere una cierta enerǵıa cinética o para una perso-
na que en cuclillas sobre el suelo da un salto y se eleva.
En todos estos casos se tiene un proceso de creación de
enerǵıa mecánica en los que intervienen fuerzas que no
realizan trabajo.

Para el desplazamiento de un automóvil se tienen las
ecuaciones de la segunda ley de Newton, la ecuación del
centro de masas y el primer principio de la termodinámi-
ca, respectivamente:

(4F − f)t0 = mvf −mvi ,

(4F − f)∆xcm =
1

2
mv2f −

1

2
mv2i ,

1

2
mv2f −

1

2
mv2i + ∆Uξ = −P∆Vξ +Q ,

con una fuerza F aplicada sobre cada rueda y una fuer-
za de rozamiento f , ninguna de las cuales realiza traba-
jo, siendo ∆Uξ la variación de la enerǵıa interna de la
reacción qúımica de combustión del combustible con el
aire y Q = T∆Sξ + QI, siendo ∆Sξ la variación de en-
troṕıa de la reacción qúımica, que debe intercambiarse
para garantizar que la entroṕıa del universo no dismi-
nuye, y QI un calor cedido por causas irreversibles. La
ecuación impulso-momento lineal (segunda ley de New-
ton) permite obtener la velocidad final vf si se conocen
las fuerzas aplicadas y el intervalo de tiempo t0 de apli-
cación de las mismas. La ecuación de la enerǵıa cinética
(ecuación del centro de masas) permite obtener el des-
plazamiento del automóvil, previa obtención de la velo-
cidad final vf . El primer principio de la termodinámica
(ecuación de la enerǵıa) permite relacionar el consumo
de combustible:

n∆gξ = n (∆uξ + P∆vξ − T∆sξ) ,

a través de la variación de la función de Gibbs de la
reacción de combustión, donde n es el número de moles
de combustible gastado, para conseguir el desplazamiento
del automóvil, con la variación de la enerǵıa cinética del
centro de masas del cuerpo:

−n∆gξ =
1

2
mv2f −

1

2
mv2i +QI ,

siendo QI el calor en exceso cedido al exterior.
Por tanto, es la disminución de la función de Gibbs

en la reacción de combustión del combustible (de toda
la enerǵıa interna liberada en la reacción de combustión,
una parte se utiliza en conseguir que los gases de la com-
bustión se expandan contra la presión atmosférica y otra
parte debe cederse al foco térmico externo para asegu-
rarse de que la variación de entroṕıa del universo es po-
sitiva –o, al menos, nula–, compensando el aumento de
la entroṕıa del foco térmico la posible disminución de la
entroṕıa en la reacción qúımica; como resultado, la dis-
minución de la función de Gibbs en la reacción qúımica

es el máximo trabajo mecánico que se puede conseguir)
la que proporciona la enerǵıa libre que realmente mueve
el coche, con las fuerzas aplicadas sobre los neumáticos
como intermediarios para conseguirlo.

En el proceso de aceleración del automóvil, a la reac-
ción qúımica se le debe asignar una variación en la en-
troṕıa, que suele ser positiva en las reacciones exotérmi-
cas, aunque no siempre. Esta variación de entroṕıa hay
que sumarla a la variación de entroṕıa debido al calor
cedido al exterior, al suelo sobre el que se mueve el au-
tomóvil, y que dará lugar a un aumento de la entroṕıa.
Se ha producido enerǵıa mecánica, a la que se le puede
asignar entroṕıa cero, pero el proceso está permitido, y de
hecho se produce, puesto que en el balance de entroṕıa,
la entroṕıa final es mayor que la inicial.

Sea un automóvil que se desplaza con velocidad cons-
tante v, pues la fuerza de rozamiento contra el aire es
igual a la fuerza del suelo contra sus ruedas (4F −f) = 0.
Puesto que estas fuerzas no realizan trabajo, se tiene que
por el primer principio:

−n∆gξ = QI .

En el desplazamiento del automóvil, la enerǵıa libre del
combustible en su combustión se va transformando en
calor por rozamiento con el aire. Para un observador que
se encuentra en un referencial que se mueve a la misma
velocidad v que el coche, por lo que para él el automóvil
aparece como parado, la conclusión de este observador es
la misma que la del anterior, que el gasto de combustible
se va en forma de calor, esta vez sin que el automóvil se
desplazarse. El consumo de combustible es un invarian-
te Galileano: todos los observadores inerciales miden el
mismo gasto de combustible.

∆h

v
f

F

(a) (b)

ξ
m

P0

P0

F
0

T

Figura 9. Una bala de cañón es lanzada por la explosión pro-
ducida en una reacción qúımica con un explosivo ξ. Al final
del tubo del cañón, situado a una altura ∆h, la bola adquie-
re una velocidad vf . Los gases de la explosión se expanden
contra la presión atmosférica externa P0.

Considérese ahora otro proceso de creación de enerǵıa
mecánica en el que una bala de cañón es lanzada por
la explosión producida en una reacción qúımica con un
explosivo (Fig. 9). Se supone, por simplicidad, que los ga-
ses producidos en la reacción qúımica ejercen una fuerza
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constante F sobre la bola del cañón. La gravedad también
actúa sobre la bola. Aśı, por la segunda ley de Newton:

mdv = [F − (F0 +mg)] dt , (18)

donde F0 = −P0A es la fuerza de la atmósfera sobre la
bola o fuerza que pierden los gases debido a que deben
expandirse contra la atmósfera. La ecuación diferencial
del centro de masas viene dada por:

md
v2

2
= [F − (F0 +mg)] dx , (19)

Integrando ambas ecuaciones:

mvf = [F − (F0 +mg)] t0 ,

m
v2f
2

= [F − (F0 +mg)] ∆h .

El primer principio de la termodinámica aplicado al pro-
ceso indica que:

1

2
mv2f +∆Uξ = [F − (F0 +mg)] ∆h+T∆Sξ +QI , (20)

donde Q = T∆Sξ +QI es el calor cedido al exterior, que
debe incluir el calor necesario para asegurarse de que en
el proceso la entroṕıa del universo no disminuye.

Suponiendo que todos los procesos qúımicos se pueden
llevar a cabo de forma reversible y que temperatura y
presión externas son las estándar, entonces:

1

2
mv2f +mg∆h = −∆G	ξ , (21)

donde ∆G	ξ = ∆Uξ + P	∆Vξ − T	∆Sξ, con una varia-

ción de volumen ∆Vξ = AL y P0 ≡ P	 y T ≡ T	. El
origen último de las enerǵıas mecánicas obtenidas es la
disminución de la función de Gibbs de la reacción qúımi-
ca.

MOVIMIENTO DE ROTACIÓN

El tratamiento de la rotación es otro tema que habi-
tualmente no está bien tratado en los libros de texto.
Considérese un disco que se va a hacer girar mediante
dos cuerdas enrolladas que se van a desenrollar (Fig. 10).
Si una fuerza F se aplica a una distancia r1 y otra fuerza
−F se aplica a una distancia r2, al cabo de un interva-
lo de tiempo t0, el disco girará con una cierta velocidad
angular ωf , habiendo comenzado con velocidad angular
ωi.

La segunda ley de Newton aplicada a este problema,∑
k Fk = 0, indica que el centro de gravedad del dis-

co no se va a mover. Lo que se suele hacer a continua-
ción es aplicar lo que se viene denominando ‘aplicación
de la segunda ley de Newton a la rotación’. Se define

R

F

F

r

ω

1

1

2

r2

F1

F2

(i) (f)

∆ x1

∆ x2

θ

1 2
F F=-

Z

R

F2FF

Figura 10. Un disco Z de radio R y masa M , momento de
inercia I = MR2/2, se hace girar aplicando dos fuerzas F1 y
F2, iguales y de sentido contrario, a los extremos de dos cuer-
das, previamente enrolladas a radios r1 y r2, respectivamente,
en discos concéntricos del propio disco Z. Las cuerdas se des-
enrollan sin deslizar. Cuando ha transcurrido un tiempo ∆t,
las fuerzas se han desplazado ∆x1 = r1∆θ y ∆x2 = r2∆θ,
respectivamente, siendo ∆θ el ángulo girado por el disco y ω
su velocidad angular.

el producto vectorial de un brazo por su fuerza aplica-
da rk × Fk, y se define el torque de las fuerzas aplica-
das τ =

∑
k rk × Fk. Lo mismo se hace con la velocidad

ri × vi de cada part́ıcula del cuerpo sólido que gira (es-
tas operaciones son diferentes), y se define el momento
angular total L =

∑
jmjrj × vj , que se puede expresar

como L = Iω, siendo I el momento de inercia del sólido
y ω = dθ/dt, su velocidad angular. Se plantea entonces
el cumplimiento de la ecuación:

Idω = τdt ,

a semejanza de la segunda ley de Newton. En el caso del
disco de la figura, se tendrá:

I (ωf − ωi) = F (r1 + r2) t0 , (22)

con I = MR2/2, de donde se podrá obtener ωf .
Procediendo de esta forma, puede parecer que partien-

do de la segunda ley de Newton y definiendo distintas
operaciones matemáticas entre brazos y fuerzas y entre
brazos y velocidades, y luego igualando las magnitudes
obtenidas, se pueden encontrar diferentes leyes de la F́ısi-
ca.

En realidad, la expresión anterior Ec. (22) se puede ob-
tener aplicando el primer principio de la termodinámica,
en la que la enerǵıa cinética de rotación forma parte de la
enerǵıa interna – como enerǵıa cinética de las part́ıculas
del cuerpo respecto del centro de masas – [15]. Aśı como
la enerǵıa cinética de traslación Kcm de un cuerpo de-
pende del sistema de referencia en el que ésta se mida,
la velocidad del centro de masas del cuerpo, la enerǵıa
cinética de rotación KR es independiente de la velocidad
del observador inercial. Esta consideración ya debe dar
una cierta idea de que la enerǵıa cinética del centro de
masas de un cuerpo y su enerǵıa cinética de rotación son
conceptos muy diferentes.

Aplicando el primer principio al disco, se tiene que el
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trabajo W realizado en las cuerdas que se desenrollan es:

W = F∆x1 + F∆x2 = F (r1 + r2) ∆θ = τ∆θ ,

siendo ∆θ el ángulo común girado. Por la segunda ley
de Newton, ∆Kcm = 0. Si un disco gira con velocidad
angular ω, sumando las enerǵıas cinéticas de traslación
respecto del centro de masas cada part́ıcula,

∑
jmjv

2
j /2,

con aquellas situadas a distancia rj girando con velocidad
lineal v(rj) = rjω, se tiene que su contribución a la ener-
ǵıa interna es de la forma U(ω) = Iω2/2, de donde

∆UR =
1

2
Iω2

f −
1

2
Iω2

i .

Admitiendo que Q = 0, se tiene la ecuación de la enerǵıa:

1

2
Iω2

f −
1

2
Iω2

i = F (r1 + r2) ∆θ .

Puesto que se cumple la relación:

d
[
ω2/2

]
dω

= ω =
dθ

dt
,

se tiene que:

Id
[
ω2/2

]
Idω

=
τdθ

τdt
,

por lo que también se cumplen simultáneamente las ecua-
ciones:

1

2
Iω2

f −
1

2
Iω2

i = τ∆θ ,

Iωf − Iωi = τt0 ,

donde t0 es el tiempo durante el que se aplican los torques
y ∆θ el ángulo total girado. A partir de la ecuación im-
pulso angular-variación del momento angular (ecuación
Poinset-Euler) se puede obtener la ecuación de la enerǵıa
cinética de rotación, y viceversa, pues:

Idω = τdt ,

Iωdω = τωdt ,

Id

(
ω2

2

)
= τdθ ,

1

2
I
(
ω2
f − ω2

i

)
= τ∆θ .

La ‘aplicación de la segunda ley de Newton a la
rotación’ se obtiene, en realidad, del primer principio
de la termodinámica y de una ecuación matemática.
Por tanto, el tomar el producto vectorial de brazos y
fuerzas, torques, y de brazos y velocidades, momento
angular, viene sugerido por el primer principio de la
termodinámica. Cualquier otra operación matemática
que se definiera debeŕıa también ser acorde a dicho
principio.

Al igual que sucede con la segunda ley de Newton ori-
ginal: ∑

k

Fkdt = dp ; p =
∑
j

mjvj = Mvcm ,

(y no la más restrictiva
∑
k Fkdt = Mdvcm para masa

M constante), se introduce una hipótesis adicional pro-
poniendo la ecuación de la rotación:∑

k

rk × Fkdt = dL ;L =
∑
j

mjrj × vj = Iω ,

(y no la más restrictiva
∑
k rk × Fkdt = Idω, para mo-

mento de inercia I constante).

Rotación y disipación

f

fR

F

F

r

ω

1

1

2

r2

F1

F2

(i) (f)

∆ x1

∆ x2

θ

1 2
F F=- p

B1 B2

B 8

Figura 11. El proceso descrito en la Fig. 10 se modifica in-
troduciendo dos frenos B1 y B2, tales que ejercen cada uno
de ellos una fuerza de rozamiento f , igual en cada freno y de
sentido contrario, sobre el disco Z. Con las mismas fuerzas
F1 y F2 anteriores, aplicadas durante un intervalo de tiempo
∆tp ≥ ∆t, y para los mismos desplazamientos de las fuerzas,
∆x1 y ∆x2, anteriores, y el mismo ángulo ∆θ girado, la velo-
cidad angular final del disco es menor que sin frenos, ωp ≤ ω.

Supóngase ahora que en el dispositivo descrito en la
Fig. 10, se introducen dos frenos, B1 y B2, unidos a un
sistema de masa cuasi-infinita B∞ (por ejemplo, imanes
potentes fijos que se aplican cerca del disco, hecho, por
ejemplo, de cobre) (Fig. 11). Las fuerzas de rozamiento,
f y −f , ejercidas por los frenos sobre el disco se aplican
siempre en el mismo punto del disco, por lo que no rea-
lizan trabajo. Por aplicación de la ecuación de Poinsot-
Euler, considerando que el torque total incluye fuerzas
conservativas, las aplicadas a los extremos de las cuer-
das enrolladas en el disco, y la fuerzas no conservativas
ejercidas por los frenos, se tiene la ecuación del impulso
angular-momento angular:

I (ωf − ωi) = [(r1 + r2)F − 2fR] t̄0 ,

1

2
I
(
ω2
f − ω2

i

)
= [(r1 + r2)F − 2fR] θ̄0 ,

y la correspondiente ecuación de la enerǵıa cinética, sien-
do t̄0 el nuevo tiempo que se tarda en alcanzar la velo-
cidad ωf y θ̄0 el ángulo girado hasta conseguirlo. Esta
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ecuación no es tampoco el teorema trabajo enerǵıa, pues
aunque el producto (r1 + r2)F θ̄0 śı es un trabajo, el de
las fuerzas aplicadas al extremo de las cuerdas por el des-
plazamiento del extremo de dichas cuerdas, el producto
2fRθ̄0, con unidades de enerǵıa, no es un trabajo, pues
las fuerzas de fricción no tienen desplazamiento asocia-
do. El efecto de las fuerzas de fricción ejercidas por estos
frenos es, por un lado, que se necesita un intervalo de
tiempo mayor, t̄0 ≥ t0, que el que se necesita en ausencia
de frenos, para conseguir que las cuerdas se desenrollen
hasta alcanzar las mismas longitudes ∆x1 y ∆x2 (y, por
lo tanto, que dichas fuerzas realicen el mismo trabajo
sobre el disco que en ausencia de frenos) y que gire un
ángulo mayor θ̄0 > θ0, y, por otro lado, el trabajo rea-
lizado por las fuerzas F1 y F2 sobre el disco sea mayor
que el trabajo en ausencia de frenos. Aplicando el primer
principio de la termodinámica:

1

2
I
(
ω2
f − ω2

i

)
= (r1 + r2)F θ̄0 +Q ,

pues sólo las fuerzas F1 y F2 realizan trabajo. Comparan-
do la ecuación de la enerǵıa cinética de rotación y el pri-
mer principio se tiene que:

Q = −2fRθ̄0 ,

y comparando el primer principio en ausencia y presencia
de rozamiento, se tiene que:

Q = − (r1 + r2)F
(
θ̄0 − θ

)
.

La variación de entroṕıa del universo en este proceso
viene dada por:

∆SU =
QT
Ti

=
(r1 + r2)F

(
θ̄0 − θ

)
T

> 0 .

Este cálculo demuestra que el proceso ha sido irreversible
y que las fuerzas de rozamiento son disipativas.

Si se hace:

I (ω̄f − ωi) = [(r1 + r2)F − 2fR] t̄1 ,

1

2
I
(
ω̄2
f − ω2

i

)
= [(r1 + r2)F − 2fR] θ0 ,

para que se gire el mismo ángulo θ0, alcanzando menor
velocidad angular, con el primer principio expresado aho-
ra como

1

2
Iω̄2 − 1

2
Iω2

p = (r1 + r2)Fθ0 +Q1 ,

y que si esta desaparición de enerǵıa mecánica (en reali-
dad enerǵıa interna, aunque no sometida a las leyes de la
entroṕıa) se asocia a calor, entonces:

Q1 = −2fRθ0 .

i

(a) (b)

ω f
ω

m

m

Figura 12. (a) Una persona gira sobre śı misma con velocidad
angular inicial ωi y momento de inercia inicial Ii = I0+4md2.
(b) la misma persona gira sobre śı misma con velocidda an-
gular final ωf y momento de inercia inicial Ii = I0.

Rotación y creación de enerǵıa mecánica

También en un proceso de rotación se puede ver au-
mentada la enerǵıa mecánica. Por ejemplo, en el caso
de la patinadora que está girando con cierta velocidad
angular, contrae los brazos y vaŕıa su velocidad angular
(Fig. 12), se tiene que

∑
k Fk = 0 y

∑
k rk × Fk = 0. En

este caso, con Iiωi = Ifωf , por el primer principio de
la termodinámica se tiene que, cuando estira los brazos,
alejándolos del cuerpo, con If > Ii, se tiene:

1

2
Ifω

2
f −

1

2
Iiω

2
i + ∆Uξ = Q ,

y una variación de la enerǵıa cinética de rotación de:

∆KR =
1

2
Iiω

2
i

[
Ii
If
− 1

]
< 0 .

En este caso, la patinadora no necesita realizar un tra-
bajo interno y parte de la enerǵıa cinética de rotación
inicial se va en forma calor cedido al foco térmico, con
el correspondiente aumento de la entroṕıa del universo.
El aumento de la entroṕıa del universo indica que el pro-
ceso inverso no se puede producir del mismo modo. Aśı,
cuando la patinadora encoge los brazos, acercándolos al
cuerpo, ahora con If < Ii, se tiene que la enerǵıa cinética
de rotación ha aumentado:

∆KR =
1

2
Iiω

2
i

[
Ii
If
− 1

]
> 0 .

Si no se considera otro efecto, pareceŕıa que el foco térmi-
co ha cedido calor a la patinadora, disminuyendo la en-
troṕıa del foco térmico y éste de ha transformado en
enerǵıa cinética de rotación, un tipo de enerǵıa mecáni-
ca con entroṕıa cero. Lo que sucede en realidad es que
se deben producir reacciones qúımicas capaces de produ-
cir una enerǵıa de rotación a expensas de la disminución
de la enerǵıa libre en estas reacciones, cediendo además
calor al exterior y aumentando la entroṕıa del universo.
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Śı se produce un aumento de la enerǵıa mecánica, con
entroṕıa cero, pero debido al aumento de la entroṕıa to-
tal de la reacción qúımica –la patinadora debe consumir
alimentos – y del calor cedido al exterior. Por el primer
principio:

1

2
Ifω

2
f −

1

2
Iiω

2
i + ∆Uξ = −P	∆Vξ + T	∆Sξ +QI .

Con If < Ii y ωf > ωi,

1

2
Iiω

2
i

(
ωf
ωi
− 1

)
= −∆G	ξ +QI . (23)

La enerǵıa cinética de rotación adicional proviene de la
disminución de la función de Gibbs de las reacciones
qúımicas que se producen en el interior del cuerpo de
la persona que contrae los brazos.

INVARIANTES GALILEANOS

Reordenando el primer principio para que en el primer
miembro aparezcan aquellas magnitudes mecánicas que
intervienen en él, y en el segundo miembro las magnitudes
termodinámicas, se tiene:

∆Kcm − (Wext +Wdis + · · ·) = Q− (∆U + ∆Uξ + · · ·) .

Para un observador en un referencial SA, el mismo pro-
ceso se describe como:

∆KcmA−(WextA +WdisA + · · ·) = QA−(∆UA + ∆UξA + · · ·) .

Puesto que tanto ∆U como Q se ha concluido que son
invariantes Galileanos, las diferencias:

GM ≡ ∆Kcm −W = ∆KcmA −WA ,

GT ≡ QA −∆UA = Q−∆U ,

deben ser también invariantes Galileanos [22]. Todos
los observadores inerciales mediran estas mismas dife-
rencias [23]. Para aquellos procesos puramente mecáni-
cos, en los que no intervengan fuerzas no conservativas
GM = ∆Kcm −W = 0. En aquellos procesos en los que
intervengan fuerzas no conservativas no disipativas, en-
tonces ∆Kcm + ∆KR = Wext. La prueba de que en un
proceso intervienen fuerzas no conservativas disipativas
será que ∆Kcm −W 6= 0. Un proceso en el que interven-
gan fuerzas disipativas se desarrollará con un incremento
en la entroṕıa del universo.

(0) Si no hay efectos disipativos (Q = 0) y el cuerpo
no vaŕıa su enerǵıa interna (∆U = 0), la igualdad:

∆Kcm −Wext = ∆KcmA −WextA ,

con Wext = −∆V (x) como variación de una enerǵıa po-
tencial, es:

∆K + ∆V (x) = 0 ,

o principio de conservación de la enerǵıa mecánica.
(i) Bloque que se desplaza con rozamiento sobre una

superficie. En el referencial S∞, en el que el suelo perma-
nece en reposo, se tienen las magnitudes:

∆Kcm =
1

2
mv2f −

1

2
mv2i ,

Wext = FL ,

∆U = 0 ,

Q = −µmgL .

Se tienen las diferencias:

GM ≡ ∆Kcm −W =
1

2
mv2f −

1

2
mv2i − FL ,

GT ≡ Q−∆U = −µmgL .

En el referencial SA, en configuración estándar con velo-
cidad V respecto de S∞ se tienen:

∆KcmA =
1

2
mv2fA −

1

2
mv2iA ,

Wext = FLA + fLfA ,

∆UA = 0 ,

Con las transformaciones de Galileo:

vfA = vf − V ,
viA = vi − V ,
LA = L− V t0 ,
LfA = −V t0 ,

GMA ≡ ∆KcmA −WA

=
1

2
m(vf − V )2 − 1

2
m(vi − V )2

− F (L− V t0) + µmgV t0 ,

GTA ≡ QA −∆UA .

Puesto que se cumple que

mvf −mvi = (F − µmg)t0, ,

se tiene que:

GMA = GM ,

QA = −µmgL .

El calor es un invariante Galileano.
(ii) Disco que gira bajo la acción de dos fuerzas iguales

y opuestas y con dos frenos (aplicados a ‘y cuarto’ y a
‘menos cuarto’), también opuestos.

∆Kcm = 0 ,

Wext = (+F )(+∆x1) + (−F )(−∆x2) = F (r1 + r2)∆θ ,

∆U =
1

2
Iω2

f ,

Q = −2fR∆θ .
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Se tienen las diferencias:

GM ≡ ∆Kcm −W = F (r1 + r2)∆θ ,

GT ≡ Q−∆U = −2fR∆θ − 1

2
Iω2

f .

En SA:

∆KcmA =
1

2
mV 2 − 1

2
mV 2 = 0 ,

WextA = W1 +W2 +Wf1 +Wf2 = F (r1 + r2)∆θ ,

W1 = Fr1∆θ − FV t0 ,
W1 = Fr2∆θ + FV t0 ,

Wf1 = −fV t0 ,
Wf1 = +fV t0 ,

∆UA =
1

2
Iω2

f ,

GMA ≡ ∆KcmA −WA = F (r1 + r2)∆θ ,

GTA ≡ QA −∆UA = QA −
1

2
Iω2

f ,

QA = Q .

(iii) Un coche que acelera desde vi hasta vf .

∆Kcm =
1

2
mv2f −

1

2
mv2i ,

Wext = 0 ,

∆U = ∆Gξ ,

Q = QI .

Se tienen las diferencias:

GM ≡ ∆Kcm −Wext =
1

2
mv2f −

1

2
mv2i ,

GT ≡ Q−∆U = Q−∆Gξ .

En SA:

∆KcmA =
1

2
m(vf − V )2 − 1

2
m(vi − V )2 ,

WextA = Wf = 4fL ,

∆UA = ∆Gξ ,

Con mvf −mvi = 4ft0, se tiene que:

GMA ≡ ∆KcmA −WA = ∆Kcm ,

GTA ≡ QA −∆UA ,

QA = Q .

DISCO QUE DESCIENDE POR UNA RAMPA

Para ver el papel de cada una de la hipótesis f́ısicas,
segunda ley de Newton, ecuación de la rotación y pri-
mer principio de la termodinámica, aśı como el de las

L

g

h

m

N

mg
β

f

vf

ωf

R

Z

Figura 13. Disco Z, masa m y radio R, que se mueve en un
campo gravitatorio uniforme g = (0,−g), en reposo en el re-
ferencial S∞. El disco Z, con velocidad inicial nula, desciende
por una rampa de ángulo β, longitud L y altura h. La veloci-
dad final de su centro de masas es vf y su velocidad angular
final es ωf .

ecuaciones derivadas, ecuación de la enerǵıa cinética de
traslación y ecuación de la enerǵıa cinética de rotación,
se elige el problema de un disco que desciende por una
rampa. En el primer caso sin deslizar (la fuerza necesa-
ria para cumplir la condición de rodadura es menor que
la fuerza de rozamiento) y en otro caso deslizando (el
ángulo de la rampa es tan grande que la fuerza necesaria
para cumplir la condición de rodadura es mayor que la
de rozamiento por lo que el cuerpo desliza) (Fig. 13).

1. El disco, momento de inercia I = mR2/2, descien-
de cumpliéndose la condición de rodadura: en todo
momento la velocidad lineal del c. m. v y la ve-
locidad angular de rotación ω se relacionan como:
v = ωR.

(ia) segunda ley de Newton
∑
k Fkdt = dp, que

para un cuerpo de masa constante,
∑
k Fkdt =

mdv:

(mg sen β − f) t0 = mvf −mvi ,

(mg sen β − f)L =
1

2
mv2f −

1

2
mv2i ,

con:

(ib) la ecuación del centro de masas o de la enerǵıa
cinética. La fuerza f es la fuerza de rozamiento
que ejerce la rampa sobre el disco.

(iia) ecuación Poinsot-Euler,
∑
k rj × Fk dt = dL,

que para un cuerpo de momento de inercia
constante,

∑
k τkdt = Idω:

fRt0 = Iωf − Iωi ,

fRθ0 =
1

2
Iω2

f −
1

2
Iω2

i ,

con:

(iib) la ecuación de la enerǵıa cinética de rotación.

(iic) condición de rodadura vi = Rωi y vf = Rωf .

(iii) primer principio ∆Kcm + ∆KR = W + Q, se
tiene:

(mg sen β − f)L+ fR∆θ = mgL cosβ +Q ,
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con W = mgL cosβ pues la fuerza f no realiza
trabajo. Esta ecuación junto con la ecuación
del centro de masas permite obtener que Q =
0 y que:

1

2
mv2f −

1

2
mv2i +

1

2
Iω2

f −
1

2
Iω2

i = mgh .

En ausencia de fuerzas conservativas se tiene
la conservación de la enerǵıa mecánica.

Como invariante Galileano para este proceso se tie-
ne:

GM =
1

2
mv2f −

1

2
mv2i −mgh = −

[
1

2
Iω2

f −
1

2
Iω2

i

]
.

La variación de enerǵıa cinética de rotación es un
invariante relativista, formando parte de la enerǵıa
interna del sistema.

Se aplican tres hipótesis f́ısicas diferentes, con sus
correspondientes ecuaciones, dos ecuaciones deriva-
das y la condición de rodadura. Seis ecuaciones para
seis incógnitas. Dados h y β, se pueden obtener t0,
ωf , vf , la fuerza f , el ángulo girado θ. La ecuación
del primer principio permite obtener que Q = 0.

La entroṕıa inicial es cero, aśı como la entroṕıa fi-
nal. Si al final de la rampa se coloca el mismo disco
con la misma enerǵıa cinética de traslación, con la
velocidad apuntando hacia arriba y la misma ve-
locidad angular, cumpliéndose la condición de ro-
dadura, el disco ascenderá hasta su misma altura
inicial.

Si al resolver el problema se obtiene que f debe
ser mayor que f > µmg cos θ entonces no se cum-
plirá la condición de rodadura y el problema debe
resolverse considerando que el disco desliza.

2. Sin cumplimiento de la condición de rodadura, se
tiene que v 6= ωR. Se tiene una fuerza de rozamien-
to f = −µmg cos θ (máxima fuerza de rozamiento
f que se puede conseguir entre el disco y la rampa).

(ia) segunda ley de Newton:

(mg sen β − µmg cosβ) t0 = mvf −mvi ,

(mg sen β − µmg cosβ)L =
1

2
mv2f −

1

2
mv2i ,

con:

(ib) la ecuación del centro de masas o de la enerǵıa
cinética.

(iia) ecuación Poinsot-Euler

µmg cosβRt0 = Iωf − Iωi ,

µmg cosβRθ0 =
1

2
Iω2

f −
1

2
Iω2

i ,

con:

(iib) la ecuación de la Enerǵıa Cinética de Rota-
ción.

(iii) primer principio. Por simplicidad, con vi =
Rωi,

(mg sen β − µmg cosβ)L + µmg cosβRθ0 =

= mgL cosβ +Q

con

Q = −µmg cosβ(L−Rθ0)

y

1

2
mv2f −

1

2
mv2i +

1

2
Iω2

f −
1

2
Iω2

i = mgh+Q .

En presencia de fuerzas disipativas no se con-
serva la enerǵıa mecánica y parte de ella se
transforma en otras formas de enerǵıa con en-
troṕıa no nula (calor).

Como invariante Galileano se tiene:

GM =
1

2
mv2f −

1

2
mv2i −mgh

= −
[

1

2
Iω2

f −
1

2
Iω2

i

]
+Q .

Tanto el calor como la variación de enerǵıa cinética
de rotación son invariantes Galileanos.

Se tienen cinco ecuaciones independientes. Conoci-
dos h, β y µ, se determinan t0, vf , ωf , θ0 y Q.

La entroṕıa del universo final es mayor que la inicial
en:

∆SU =
µmg cosβ(L−Rθ0)

T
.

Si al final de la rampa se coloca el mismo disco con
la misma enerǵıa cinética de traslación que teńıa
al final, con la velocidad apuntando hacia arriba y
la misma velocidad angular que teńıa, pero apun-
tando la velocidad angular en sentido contrario, sin
cumplirse la condición de rodadura, el disco no as-
cenderá hasta su misma altura inicial (Fig. 14).

vf

fωf

Figura 14. El disco Z, con velocidad inicial vf y velocidad
angular ωf , asciende por una misma rampa por la que des-
cendió sin alcanzar su altura inicial.
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ECUACIONES NO COHERENTES

El principal problema con la visión ‘mecanicista new-
toniana’ de la f́ısica es que no es ni correcta ni completa
en algunos de los casos en que se utiliza. Siendo la enerǵıa
un concepto central en f́ısica, la principal carencia de la
descripción newtoniana es doble: (i) no asigna momento
lineal a determinadas formas de enerǵıa, como, por ejem-
plo, el calor; (ii) no etiqueta cada cantidad de enerǵıa
reconocible con su entroṕıa. Decir que la enerǵıa cinética
inicial, por ejemplo, K = 60 J, de un bloque de plomo
que se mueve como un todo con cierta velocidad, se ha
disipado en forma de calor, no informa sobre lo que ha
sucedido con el momento lineal inicial que aquella enerǵıa
teńıa asociado ni informa de que los 60 J de enerǵıa en
forma de calor ya nunca se podrán volver a transformar
en enerǵıa cinética del bloque como un todo. Después de
Einstein se sabe que toda forma de enerǵıa debe llevar
asociado momento lineal, aunque sea cero en algún siste-
ma de referencia, y después de la termodinámica se sabe
que toda forma de enerǵıa debe llevar asociada entroṕıa,
aunque ésta pueda ser cero para las enerǵıas mecánicas.

Por extensión poco meditada, la ecuación de Newton
se utiliza en ciertos contextos, por ejemplo, la interacción
electromagnética, en los que se sabe que no es conceptual-
mente correcto utilizarla, pues, por ejemplo, la interac-
ción electromagnética no es covariante bajo transforma-
ciones de Galileo mientras que la segunda ley de Newton
original (pre-Einstein) no es covariante bajo transforma-
ciones de Lorentz. Unir la fuerza de Lorentz y la segunda
ley de Newton en una misma ecuación es, además de un
error, una falta de elegancia hacia cient́ıficos como Gali-
leo, Einstein, Lorentz o Minkowski.

1. Considérese el caso de una ‘vela solar’, un dispo-
sitivo para viajar por el espacio aprovechando la
radiación solar (Fig. 28). Si a una distancia d del
Sol, en el referencial S∞ en el que el Sol se en-
cuentra en reposo, el flujo de fotones incidentes de
frecuencia νr (por simplicidad, se supone que todos
los fotones llegan con dicha frecuencia), por unidad
de superficie es Ṅ , sobre una vela de sección A se
ejercerá un impulso:

I = ṄA
h(νs + νr)

c
dt ,

(en la superficie plateada de la vela los fotones rebo-
tan), siendo νs la frecuencia de los fotones salientes.
(Este problema se suele resolver mal en los libros
de texto. Se suele plantear únicamente la segunda
ley de Newton y se suele considerar que los foto-
nes que rebotan lo hacen con la misma frecuencia
que los que inciden. Pero en ese caso los fotones no
perdeŕıan enerǵıa con lo que la ganancia de enerǵıa
cinética de la vela violaŕıa el principio de conserva-
ción de la enerǵıa). Se plantea entonces la segunda

ley de Newton para el movimiento de la vela debido
al choque contra ella de los fotones, por simplicidad,
todos ellos con la misma frecuencia ν, en el referen-
cial S∞, en el que el Sol permanece en reposo:

m dv = ṄA
h(νs + νr)

c
dt .

Para un intervalo de tiempo t0:

m (vf − vi) = ṄA
h(νs + νr)

c
t0 ,

siendo vf la velocidad final de la vela. La corres-
pondiente ecuación del centro de masas, obtenida
integrando la ecuación anterior, es:

1

2
mv2f −

1

2
mv2i = ṄA

h(νs + νr)

c
L ,

donde L = vt0 es el espacio recorrido por la vela
durante t0. Para la ecuación de la enerǵıa, donde
se considera que la ganancia en enerǵıa cinética de
la vela proviene de la disminución de enerǵıa en los
fotones que inciden sobre ella, se tiene:

1

2
mv2f −

1

2
mv2i = ṄAh(νr − νs)t0 ,

Comparando la ecuación del centro de masas con
la ecuación de la enerǵıa, se tiene que la ecuación
que permite obtener la frecuencia νs de los fotones
salientes:

νs = νr
c− v
c+ v

< νr .

Estas ecuaciones no son invariantes bajo transfor-
maciones de Galileo (ni tampoco bajo transforma-
ciones de Lorentz). La frecuencia de los fotones se
transforma entre sistemas de referencia de forma
compleja, el efecto Doppler relativista, para un ob-
servador en SA, que se mueve con velocidad V res-
pecto del observador en el referencial S∞. Por tan-
to, este planteamiento del problema no cumple el
principio de relatividad.

2. Sea una part́ıcula de masa m cargada con carga
eléctrica q, que se mueve en un campo eléctrico
vertical E . La segunda ley de Newton en S∞, con el
condensador que crea el campo eléctrico en resposo,
seŕıa:

m (vf − vi) = (qEy −mg) t0 ,

con la correspondiente ecuación del centro de ma-
sas:

1

2
mv2f −

1

2
mv2i = (qEy −mg)L .

Estas ecuaciones no son covariantes bajo trans-
formaciones de Galileo (ni bajo transformaciones
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de Lorentz). El campo eléctrico se transforma
de manera compleja –incluso aparece un campo
magnético– para un observador en el referencial SA

en configuración estándar con respecto a S∞.

Curiosamente, la solución a estas dificultades proviene
de la relatividad especial y de la termodinámica: la
primera, desarrollada mediante 4-vectores, obliga a
asociar momento lineal a toda forma de enerǵıa, incluso
aunque dicho momento lineal sea cero en algún sistema
de referencia particular, mientras que la segunda sabe
asociar entroṕıa a cada forma de enerǵıa, indicando en
qué sentido se produce la degradación de la enerǵıa
mecánica y qué relación tiene dicha degradación con
la variación del momento lineal. La idea es, aproxima-
damente, la siguiente: enerǵıa mecánica con momento
lineal macroscópico asociado o enerǵıa de configuración
(potencial) con un campo de fuerzas conservativo, tiene
una entroṕıa nula y esa misma cantidad de enerǵıa se
degrada, aumentando su entroṕıa, cuando el sistema
interacciona con fuerzas no conservativas, su momento
lineal se vuelve microscópico y se anula.

ERRORES CONCEPTUALES EN RELATIVIDAD

Si el tema de la teoŕıa especial de la relatividad es
por śı mismo conceptualmente complejo, a menudo los
caṕıtulos dedicados a la teoŕıa especial de la relatividad
en los libros de texto son confusos y se repiten los temas
tópicos – dilatación del tiempo, contracción de longitu-
des, transformación de masa en enerǵıa, paradoja de los
mellizos, etc. – sin ningún esṕıritu cŕıtico y sin mucha
claridad [24]. Esta circunstancia obliga al alumno a me-
morizar más que a entender.

En los libros de texto la teoŕıa especial de la relativi-
dad se trata de forma aislada, separada del resto de la
f́ısica. T́ıpicamente, después de los dos postulados de la
teoŕıa, se introducen las transformaciones de Lorentz, la
dilatación del tiempo y la contracción de longitudes (en
śı mismo un concepto que no está bien definido), para
terminar con la ecuación de Einstein y su aplicación (in-
correcta) al funcionamiento de Sol, de las bombas nuclea-
res, etc. Se sobreentiende que la aplicación de la teoŕıa
especial de la relatividad sólo resulta de interés cuando
se trata con velocidades próximas a las de la luz, siendo
suficientes las leyes de la f́ısica newtoniana para explicar
los fenómenos que se produzcan a velocidades bajas.

Por el contrario, la teoŕıa especial de la relatividad de
Einstein, particularmente si se desarrolla mediante el for-
malismo de 4-vectores de Minkowski, introduce nuevos
conceptos f́ısicos (los 4-vectores van a ser las magnitu-
des básicas), postula nuevas ecuaciones (ecuaciones entre
4-vectores), exige el cumplimiento del principio de rela-
tividad bajo transformaciones de Lorentz e introduce el

postulado del principio de inercia de la enerǵıa, lo que
constituye, sin duda, la diferencia más importante con la
f́ısica newtoniana [25].

En los caṕıtulos de los libros de texto dedicados a la
teoŕıa especial de la relatividad, la presentación de la
ecuación de Einstein no siempre es la más adecuada. La
ecuación U = Mc2 (que se escribe habitualmente como
E0 = mc2) no establece que la masa se pueda conver-
tir en enerǵıa (aunque la ‘materia’ se pueda convertir en
‘radiación’ como en la aniquilación electrón-positrón). Lo
que esta ecuación indica es que la inerciaM de un cuer-
po Z es igual a la enerǵıa total del mismo, medida en
un sistema de referencia en el que dicho cuerpo Z se en-
cuentra en reposo, U , dividida por c2. Si el cuerpo Z se
desplaza a velocidad v en otro sistema de referencia, por
ejemplo S∞, entonces su enerǵıa total en dicho referen-
cial S∞ será E = γ(v)U o E = γ(v)Mc2 y su momento
lineal será p = γ(v)Mv, con γ(v) = (1− v2/c2)−1/2. Del
mismo modo, si el cuerpo Z aumenta su temperatura,
también aumentará su enerǵıa total y, por tanto, su iner-
cia. Es decir, el principio de inercia de la enerǵıa permite
asignar inercia, y, por tanto, momento lineal además de
enerǵıa, a toda forma de enerǵıa, a diferencia de la f́ısica
pre-Einstein en la que hay formas de enerǵıa a las que
no se les asocia momento lineal, aunque dicho momento
lineal pueda ser nulo en algún referencial.

La inercia M (no es necesario indicar que se trata de
la inercia en reposo, pues la inercia de un sistema bien
caracterizado y en equilibrio termodinámico es un inva-
riante relativista) de un cuerpo en un estado de equilibrio
dado, incluye todos los tipos de enerǵıas presentes en el
mismo o función enerǵıa U . Incluye las enerǵıas asocia-
das a las masas de sus part́ıculas componentes y también
la enerǵıa cinética de sus moléculas, electrones y nucleo-
nes, aśı como las contribuciones (negativas) de sus ener-
ǵıas de interacción. La estructura (núcleos, átomos, etc.)
adoptada por las part́ıculas subatómicas contribuyen a la
función enerǵıa del sistema.

Por ejemplo, en una explosión nuclear la masa no se
transforma en enerǵıa más de lo que se transforma en
una reacción qúımica común. En el primer caso el núme-
ro total de protones y neutrones se conserva pero éstos se
reordenan, rompiéndose enlaces de menor enerǵıa (nega-
tiva) y formándose enlaces de mayor enerǵıa (negativa),
emitiéndose en forma de fotones, etc., la diferencia de
enerǵıas. En su estado final el sistema tiene menos enerǵıa
propia (interna) y, correspondientemente, menos inercia.
En el segundo caso, el número total de átomos se con-
serva, reordenándose, rompiéndose y formándose enlaces
qúımicos entre los átomos más fuertes que los enlaces ini-
ciales, emitiéndose la diferencia de enerǵıas en forma de
calor, etc. La única diferencia entre ambos procesos es-
triba en que en un caso la interacción entre protones y
neutrones es fuerte, implica cantidades de enerǵıa consi-
derables y el efecto es cuantificable, mientras que en el
otro caso la interacción entre átomos es electrostática,



23

las enerǵıas implicadas son muy bajas y las diferencias
de inercia entre el estado inicial y final son practicamen-
te inapreciables.

Figura 15. Un recipiente contiene núcleos de uranio 235, en
reposo, que se desintegran para dar núcleos de kripton y de ba-
rio, que se mueven a alta velocidad, y fotones de alta enerǵıa.
En número de protones se conserva, aśı como el número de
neutrones. La inercia inicial y final del sistema M es la mis-
ma. Antes la misma fuerza, el sistema inicial y final adquiere
la misma aceleración.

La ecuación original de Einstein E0 = mc2, se puede
escribir para un cuerpo extenso, es decir, formado por
muchas part́ıculas elementales, como:

M = Uc−2 , (24)

para indicar que su significado f́ısico más completo es que
toda forma de enerǵıa contenida en un sistema (enerǵıa
asociada a las masas de sus part́ıculas componentes, ener-
ǵıa asociada a la interacción fuerte entre sus nucleones,
enerǵıa asociada a interacciones electrostáticas, a enla-
ces qúımicos, etc.) contribuye, multiplicada por c−2 a la
inercia de ese sistema (Fig. 15). Aunque aparentemente
la Ec. (24) se puede deducir del formalismo de la teoŕıa
especial de la relatividad, dicha deducción no es posible
y la Ec. (24) debe considerarse una hipótesis f́ısica, la
hipótesis de Einstein.
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Figura 16. Un recipiente que contiene átomos de positronio
acelera bajo la acción de una fuerza. Si los átomo se aniquilan
formando fotones de alta enerǵıa, la inercia del sistema no
vaŕıa ni tampoco su aceleración. Se admite, por principio,
que esto va a ser aśı.

Sea un recipiente conteniendo 1 mol de átomos de posi-
tronio (un electrón y un positrón girando uno alrededor
del otro). Bajo la acción de una fuerza F , dicho reci-
piente adquirirá una determinada aceleración a. Si en un
instante dado los electrones y los positrones se aniquilan
mutuamente y el recipiente se llena de fotones de alta
enerǵıa, bajo la acción de la misma fuerza F el recipien-
te adquirirá la misma aceleración a, mostrándose que a

pesar de que la materia (electrones y positrones) se ha
transformado en radiación (fotones), la inercia del siste-
ma es la misma (Fig. 16) [12]

En Termodinámica se introduce el concepto de enerǵıa
interna, una magnitud cuyo valor absoluto nunca se
define y de la que sólo se calculan sus variaciones. La
hipótesis de Einstein sobre la función enerǵıa U aparece
ahora como la mejor forma de definir la enerǵıa interna
de un sistema termodinámico.

Hipótesis de Einstein o principio de la inercia de la
enerǵıa

Para un sistema en completo equilibrio termodinámico,
todas sus formas de enerǵıa, relativ́ısticamente expresa-
das en un referencial S∞ en el que el sistema se encuentre
en reposo (momento lineal nulo), contribuyen a la función
enerǵıa U del sistema, y a su inerciaM, con la ecuación
de Einstein expresada como:

M = Uc−2 . (25)
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Figura 17. Formación de un sólido a T = 0. Formación de un
átomo (A) a partir de su núcleo (N), previamente formado a
partir de protones y neutrones, y de electrones (e), situados
previamente en el infinito. La inercia del núcleoMN = UNc

−2

es menor que la suma de las inercias de sus componentes UN =
6mpc

2 + 4mn, MA = UNc
−2 − |∆MN|, debido a la enerǵıa

liberada en forma de fotones ∆MN = − (8hν′) c−2 cuando
se forma el núcleo. La inercia del átomo MA = UAc

−2 es
menor que la suma de las inercias de sus componentes U =
6mec

2 +MNc
2, MA = UAc−2 − |∆MA|, debido a la enerǵıa

liberada en forma de fotones ∆MA = − (8hν) c−2 cuando se
forma el átomo.

Se puede definir también la inercia (se prefiere utilizar
el término inercia, en lugar de masa, para evitar confu-
siones) M de un cuerpo como (Fig. 17):

La inercia M de un cuerpo extenso es
igual a la suma de las masas tabuladas de to-
das sus part́ıculas elementales componentes
(protones, neutrones y electrones) m0:

m0 =
∑
j

mp +
∑
k

mn +
∑
l

me ,
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con enerǵıa asociada U = m0c
2, menos la

enerǵıa mı́nima Ũ , dividida por c2, necesaria
para separar dichas part́ıculas elementales y
situarlas a gran distancia unas de otras:

M =
(
U − Ũ

)
c−2 = m0 − Ũc−2 .

Dado un sistema termodinámico en equilibrio, auto-
confinado como un bloque de plomo o confinado por pa-
redes ŕıgidas como un gas de átomos de He, con sus va-
riables termodinámicas bien definidas, el sistema puede
ser desemsamblado en sus part́ıculas elementales y vuelto
a montar para obtener su función enerǵıa.

Sea un cuerpo extenso (un bloque de plomo, un gas
ideal, etc.) Z. En la hipótesis de Einstein Ec. (26) se es-
tablece que todo el contenido en enerǵıa de dicho cuer-
po Z, U ≡ U(T ) –igual a la suma de las enerǵıas de sus
part́ıculas elementales menos la enerǵıa mı́nima necesaria
para desensamblar el cuerpo en sus protones, neutrones y
electrones componentes–, medida en el referencial propio
del cuerpo, contribuye, dividida por c2, a la inercia del
cuerpo. Por ejemplo, para un cuerpo sólido extenso Z,
formado por np protones, nn neutrones y ne electrones, a
temperatura T :

U(T ) ≈ (npmp + nnmn + neme) c
2 −

∣∣∣Ũ ∣∣∣+

Tw

0

C(T )dT ,

donde Ũ = ŨN + ŨA + ŨC son las enerǵıas desprendidas al
formarse los correspondientes núcleos, átomos y sólido fi-
nal, a temperatura absoluta cero, y C(T ) es su capacidad
caloŕıfica.

Si el cuerpo Z es un gas formado por 1 mol de áto-
mos de He, supuesto ideal (átomos no interaccionates),
la función enerǵıa de cada átomo será:

u ≈
∑
j

mjc
2 −

∣∣∣ŨN + ŨA

∣∣∣ ,
donde mj es la masa de su j-ésima part́ıcula elemental

(protón, neutrón o electrón) componentes, ŨN y ŨA son
las enerǵıas de formación del núcleo y del átomo de He,
de donde su función enerǵıa U(T ) vendrá dada por (no se
considera la enerǵıa del punto cero, ni posibles enerǵıas
de átomos excitados, etc.):

U(T ) ≈ Nu+N [γ(v̄)− 1]u = Nγ(v̄)u ,

donde v̄ ≡ v̄(T ) es la velocidad de cada átomo de He,
supuesta constante v̄(T ) ≈ (3kBT/2m)1/2. La función
enerǵıa del gas U(T ) es igual a la suma de las enerǵıas
totales de cada átomo e = γ(v̄)u, que forma el gas, que,
a su vez, es igual a la suma de u más la enerǵıa cinética
k = [γ(v̄)− 1]u de cada -atomo.

La inercia del cuerpo compuesto correspondiente
M(T ) = U(T )c−2 no depende del referencial elegido,
aunque śı de la temperatura. Es interesante destacar

cómo gracias al principio de inercia de la enerǵıa dos
conceptos que en la f́ısica pre-Einstein aparećıan por
separado, la inercia, asociada a la mecánica, y la enerǵıa
interna, asociada a la termodinámica, aparecen ahora
unidos, de tal manera que la función enerǵıa de un
sistema, que generaliza el concepto previo de enerǵıa
interna termodinámica para incluir la enerǵıa asociada
a la masa de las part́ıculas elementales, y la inercia
están ı́ntimamente relacionadas. Esta integración de
conceptos separados en la f́ısica pre-Einstein va a ser la
caracteŕıstica más destacable del desarrollo de la f́ısica
mediante cuadrivectores.

En mi opinión, los dos tipos de errores conceptuales
relativos a la didáctica de la f́ısica pre-Einstein conside-
rados más arriba están relacionados y se deben a la no
existencia de una teoŕıa relativista para cuerpos exten-
sos y deformables que, a su vez, se debe a una interpre-
tación incompleta de la ecuación de Einstein; es decir,
debido a la no existencia de una termodinámica relati-
vista, desarrollada mediante 4-vectores de Minkowski y
covariante bajo transformaciones de Lorentz, admitida
por la comunidad cient́ıfica. En este sentido, resulta sor-
prendente que más de cien años después de la publicación
por Einstein de su teoŕıa especial de la relatividad y de
la introducción por Minkowski del concepto de espacio-
tiempo a través de los 4-vectores, la f́ısica universitaria
de los primeros cursos se siga enseñando como a finales
del siglo XIX.

TRANSFORMACIÓN DE LORENTZ Y
4-VECTORES DE MINKOWSKI

En la teoŕıa especial de la relatividad la atención se
centra en los eventos, que son sucesos en un punto parti-
cular del espacio y en un particular instante de tiempo.
La evolución temporal de un sistema se asocia con una
secuencia de eventos. Para entender, o predecir, esa se-
cuencia, se necesitan ecuaciones de movimiento derivadas
de las leyes f́ısicas. Sin embargo, las ecuaciones de movi-
miento no se expresan en términos de los propios eventos.
Ellas se expresan en términos de las coordenadas numéri-
cas de los eventos, tal y como son medidas en algún sis-
tema particular de ejes coordenados y un reloj particular
(un referencial). Estas coordenadas dependen de la rela-
ción entre los eventos y el referencial y, por tanto, dife-
rentes observadores utilizarán diferentes coordenadas pa-
ra etiquetar los mismos eventos. Correspondientemente,
las ecuaciones de movimiento que obedezcan esas coordi-
nadas debe esperarse que vaŕıen de un referencial a otro.

De acuerdo con el principio de relatividad de Einstein,
existe una clase de referenciales (denominados referen-
ciales de Lorentz) que tiene la siguiente destacable pro-
piedad: aunque observadores en diferentes referenciales
de Lorentz no coinciden en las etiquetas de los mismos
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eventos, todos ellos están de acuerdo en la forma de las
ecuaciones de movimiento. En este sentido, los referen-
ciales de Lorentz son f́ısicamente equivalentes, puesto que
las leyes fundamentales de la f́ısica, tal y como se expre-
san por las ecuaciones del movimiento, son las mismas en
todos los referenciales de Lorentz.

Einstein también postuló que la velocidad de las ondas
electromagnéticas en el vaćıo es la misma en todos los
referenciales de Lorentz. La dificultad de entender cómo
observadores en movimiento relativo pueden ambos ob-
servar la misma onda electromagnética y estar de acuerdo
en su velocidad se supera si se utiliza la transformación de
Lorentz para relacionar las coordenadas del mismo even-
to tal y como se observa en referenciales de Lorentz en
movimiento relativo. La transformación de Lorentz de-
termina todos los resultados cinemáticos esenciales de la
teoŕıa especial de la relatividad. La parte dinámica de la
relatividad proviene de la hipótesis de que la enerǵıa y
el momento lineal también se transforman bajo transfor-
maciones de Lorentz cuando se cambia de un referencial
de Lorentz a otro.

De acuerdo con la (que se podŕıa denominar) hipótesis
de Minkowski, una magnitud tiene (verdadero) sentido
f́ısico para todos los observadores si se comporta como
un 4-vector bajo transformaciones de Lorentz Lνµ(V ): la
matriz 4×4 de la transformación de Lorentz para la con-
figuración estándar con velocidad V viene dada por:

Lνµ(V ) =


γ(V ) 0 0 −β(V )γ(V )

0 1 0 0
0 0 1 0

−β(V )γ(V ) 0 0 γ(V )

 ,

con β(V ) = V/c y donde γ(V ) =
[
1− β2(V )

]−1/2
es el

denominado factor de Lorentz [26].
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Figura 18. Un átomo absorbe un fotón de frecuencia ν en
(xi, yi, zi, ti) (evento inicial) y lo emite en (xf , yf , zf , tf )
(evento inicial). El tiempo t se mide con un reloj en reposo
en el referencial de Lorentz xyz. El tiempo propio del átomo,
τ se mide con un relos que viaja con el átomo.

Suceso inicial: absorción de un fotón por un átomo
(Fig. 18). Posición x = (0, 0, 0), tiempo t = 0, 4-vector:

xµi = {0, 0, 0, 0} .

Suceso final: emisión de un fotón por el átomo. Posición
x = (0, 0, 0), tiempo t = τ , 4-vector:

xµf = {0, 0, 0, cτ} .

Para un reloj que viaja con el átomo el intervalo entre
sucesos es τ (tiempo propio del átomo)(Fig. 20):

i

f

x y z

dt
x

y

z

v

dτ

ν

A

A

A
A

νA

A

A

d A d A d A

Figura 19. Un átomo absorbe un fotón de frecuencia
νA en (xiA, yiA, ziA, tiA) (evento inicial) y lo emite en
(xfA, yfA, zfA, tfA) (evento inicial). El tiempo tA se mide con
un reloj en reposo en el referencial de Lorentz xAyAzA. El
tiempo propio del átomo, τ se mide con un reloj que viaja
con el átomo.

Para el observador en SA (Fig. 19), para el que el átomo
se mueve con velocidad v:

xµiA = Lµν (−v)xµi = {0, 0, 0, 0} ,
xµfA

= Lµν (−v)xµf = {γ(v)vτ, 0, 0, cγ(v)τ} ,

con lo que el observador en SA asigna un intervalo de es-
pacio γ(v)vτ y un intervalo de tiempo entre la absorción
y la emisión del fotón, medido con su reloj, de

t = γ(v)τ .

El tiempo propio es el menor intervalo de tiempo que se
asocia a la duración de un proceso [27]. Los observadores
para los cuales el objeto se desplaza asignarán interva-
los de tiempo siempre mayores que el tiempo propio. (i)
Ambos observadores se refieren al mismo experimento;
(ii) para el observador en el átomo los sucesos tienen lu-
gar en el mismo punto espacial; para el observador en SA,
los sucesos no tienen lugar en el mismo punto.

1. Dos referenciales ŕıgidos S∞ y SA, con idénticas uni-
dades de longitud y tiempo, se encuentran en confi-
guración estándar cuando el origen de SA se mueve
con velocidad V = (V, 0, 0) a lo largo del eje x de
S∞, el eje xA coincide con el eje x, mientras que
tanto los ejes y e yA y z y zA permanecen paralelos,
y cuando todos los relojes de ambos referenciales se
han puesto a cero en el momento en que los oŕıgenes
de ambos referenciales han coincidido (Fig. 20).

2. Un mismo suceso, (x, y, z, t) en S∞ y (xA, yA, zA, tA)
en SA, es expresado mediante el correspondiente 4-
vector suceso xµ y xµA, ambos 4-vectores contrava-
riantes, [los 4-vectores contravariantes se notan con
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Figura 20. Referenciales S∞ y SA en configuración estándar.
(i) Una fuerza f comienza a actuar sobre un cuerpo Z. Evento
inicial, sub́ındice i en ambos referenciales, (f) evento final, la
fuerza f deja de actuar sobre Z. El tiempo ∆τ es el intervalo
de tiempo propio de Z entre los sucesos inicial y final. Los
4-vectores suceso inicial, xµi = {xi, yi, zi, cti} en S y xµiA =
{xiA, yiA, ziA, ctiA} en SA y suceso final, xµf = {xf , yf , zf , ctf}
en S y xµfA = {xfA, yfA, zfA, ctfA} en SA se relacionan entre

śı como xµiA = Lµν (V )xνi y xµfA = Lµν (V )xνf , respectivamente,

donde Lµν (V ) es la matriz de la transformación de Lorentz
para la configuración estándar.

ı́ndice griego y son matrices columna]:

xµ =


x
y
z
ct

 ;xµA =


xA

yA

zA
ctA

 .

(Los 4-vectores contravariantes se expresarán a ve-
ces como fila, pero manteniéndose el ı́ndice griego
contravariante). Cada componente de un 4-vector
Aµ contravariante se nota con un sub́ındice j, con
j = 1, 2, 3, 4, tal que Aµ = {A1, A2, A3, A4}. El co-
rrespondiente 4-vector covariante [sub́ındice griego
(matriz fila)] se nota Aµ.

3. Los 4-vectores xµ y xµA relativos al mismo suceso se
relacionan mediante la transformación de Lorentz
como

xµA = Lµν (V )xν .

4. El desplazamiento ∆xµ entre dos sucesos, inicial
xµi = {xi, yi, zi, cti} y final xµf = {xf , yf , zf , ctf},
se define ∆xµ = xµf − x

µ
i y es un 4-vector.

5. La matriz 4×4 de la transformación de Lorentz pa-
ra la configuración estándar con velocidad V viene
dada por:

Lνµ(V ) =


γ(V ) 0 0 −β(V )γ(V )

0 1 0 0
0 0 1 0

−β(V )γ(V ) 0 0 γ(V )

 ,

con β(V ) = V/c y donde γ(V ) =
[
1− β2(V )

]−1/2
es el denominado factor de Lorentz. Configuracio-
nes diferentes de la estándar tienen matrices de Lo-
rentz más complejas, pero no aportan una f́ısica
diferente, por lo que sólo se va a considerar esta
configuración. Aśı, para los 4-vectores anteriores:

xµA = Lνµ(V )xµ .

6. La matriz inversa de la transformación de Lorentz,
L+ν

µ(V ) = Lνµ(−V ), tal que

L+µ
ξ (V )Lξν(V ) = 1µν

viene dada por:

L+ν
µ(V ) =


γ(V ) 0 0 β(V )γ(V )

0 1 0 0
0 0 1 0

β(V )γ(V ) 0 0 γ(V )

 .

7. Se aplica la convención de Einstein sobre la suma:
la repetición de un ı́ndice-sub́ındice implica la suma
sobre sus valores j = 1, 2, 3, 4. Por ejemplo:

AµB
µ = A1B1 +A2B2 +A3B3 +A4B4 .

8. La subida y bajada de ı́ndices en un 4-vector se
lleva a cabo utilizando el tensor métrico del es-
pacio de Minkowski gνµ. Eligiendo definir el in-
tervalo (infinitesimal) invariante entre dos suce-
sos, inicial (xi, yi, zi, cti) y final (xf , yf , zf , ctf ), con
4-vector desplazamiento dxµ = {dx, dy,dz, cdt}
(dx = xf − xi, etc.) como:

ds2 = c2(dt)2 −
[
(dx)2 + (dy)2 + (dz)2

]
,

se tiene que al definirse:

ds2 = gνµdxνdxµ ,

el tensor métrico gνµ viene dado como:

gνµ =


−1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 1

 .

Esta definición asegura que el intervalo, en SA:

ds2A = c2(dtA)2 −
[
(dxA)2 + (dyA)2 + (dzA)2

]
= ds2 ,

es un invariante relativista (Einstein empezó deno-
minando a su futura teoŕıa de la relatividad especial
‘teoŕıa de invariantes’).

9. Todo 4-vector Aµ, Aµ = {Ax, Ay, Az, At), se divide
en tres componentes (espaciales), provenientes del
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vector tridimensional A = (Ax, Ay, Az) y una cuar-
ta componente (temporal) At (con las mismas uni-
dades de espacio que las anteriores; normalmente
interviene la velocidad de la luz c para conseguir di-
cha coherencia dimensional). Para un 4-vector con-
travariante Aµ, se tiene:

a) Su 4-vector covariante correspondiente Aµ,
que se define como Aµ = gνµA

ν y se obtie-
ne cambiando de signo las tres componentes
espaciales del mismo, sin cambiar el signo de
la temporal: Aµ = {−Ax,−Ay,−Az, At}.

b) Dado un 4-vector covariante Bµ, Bµ =
{Bx, By, Bz, Bt}, el producto interno BµA

µ o
proyección de Aµ sobre Bµ, se define como:

BµA
µ = BtAt +BxAx +ByAy +BzAz .

c) Su norma ||Aµ|| se define como:

||Aµ|| = (AµA
µ)

1/2
=
[
A2
t −

(
A2
x +A2

y +A2
z

)]1/2
.

La norma de un 4-vector es un invariante re-
lativista: ||Aµ|| = ||AµA||.

d) Dado el 4-vector contravariante Cµ cualquier
combinación lineal aAµ+cCµ, donde a y c son
constantes, es también un 4-vector contrava-
riante.

e) Dos 4-vectores Aµ y Bµ se dice que son igua-
les si son iguales componente a componente
Aj = Bj . La igualdad de dos 4-vectores es un
invariante relativista y, por tanto, toda ecua-
ción entre 4-vectores es una ecuación invarian-
te relativista. Esto indica que la forma más
directa de obtener leyes f́ısicas covariantes es
formularlas mediante 4-vectores.

10. El tiempo propio dτ del desplazamiento dxµ es
el tiempo medido mediante un reloj que se mue-
ve con el objeto que experimenta el desplaza-
miento (Fig. 20), con 4-vector desplazamiento
{0, 0, 0, cdτ}, y viene dado por:

dτ =
[
(dt)2 − c−2

(
d2x+ d2y + d2z

)]1/2
,

y es igual a la norma del 4-vector desplazamiento
dividida por c. Se tiene que:

dt

dτ
= γ(v) .

Esta ecuación expresa el intervalo de tiempo dτ a
partir del 4-vector desplazamiento dado en el refe-
rencial S∞ que se elige para describir el proceso.

11. La derivada del 4-vector desplazamiento de un cuer-
po dxµ respecto del tiempo propio de dicho des-
plazamiento, dτ , y debido al carácter invariante

de éste, es otro 4-vector. El vector tridimensional
velocidad v viene dado por v = (vx, vy, vz), con
vx = dx/dt, dx = xf − xi, etc., con v = |v| =(
v2x + v2y + v2z

)1/2
. El 4-vector velocidad vµ viene

dado por:

vµ =
dxµ

dτ
= γ(v) {vx, vy, vz, c} ,

12. Una part́ıcula elemental (sin estructura), con carga
eléctrica q, se mueve con velocidad v = (vx, vy, vz),
con 4-vector velocidad vµ = γ(v) {vx, vy, vz, c}.
Esta part́ıcula se mueve en un campo eléctrico
E = (Ex, Ey, Ez) dado por 4 × 4-tensor –doble
contravariante– campo electromagnetico Eνµ:

Eνµ =


0 0 0 −Ex
0 0 0 −Ey
0 0 0 −Ez
Ex Ey Ez 0

 ,

El correspondiente 4× 4-tensor Eµν viene dado por
Eµν = gνξEξµ, con:

Eµν =


0 0 0 Ex
0 0 0 Ey
0 0 0 Ez
Ex Ey Ez 0

 .

El 4×4-tensor fuerza electromagnética Fµν se defi-
ne como el producto de la carga por el 4×4-tensor
campo electromagnético Fµν = qEµν :

Fµν =


0 0 0 Fx
0 0 0 Fy
0 0 0 Fz
Fx Fy Fz 0

 ,

con Fx = qEx;Fy = qEy;Fz = qEz.
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Figura 21. Fuerza conservativa F de un campo eléctrico E
sobre una part́ıcula con carga q. Este esquema se utiliza para
obtener el 4-vector fuerza de Minkowski Fµ correspondiente
a la interacción.

El denominado 4-vector fuerza de Minkowski Fµ

sobre la part́ıcula viene dado por:

Fµ =
1

c
Fµν vν =
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= γ(v)


qEx
qEy
qEz

qc−1 (Exvx + Eyvy + Ezvz)

 .

El correspondiente 4-vector trabajo dWµ = cFµdτ ,
considerando que dxµ = vµdτ viene dado por:

dWµ = cqEµν dxν =

=


cqExdt
cqEydt
cqEzdt

q (Exdx+ Eydy + Ezdz)

 .

13. Para un campo electromagnético caracterizado
por el 4×4-tensor campo electromagnético Eµν =
gνξEξµ, en el referencial S∞, el mismo campo elec-
tromagnético viene caracterizado por el 4×4-tensor
EAµν en el referencial SA, dado por:

EAµν = Lµξ (V )EξχL+χ
ν (V ) .

14. Transformaciones relativistas de desplazamientos y
tiempos. Sean dos 4-vectores intervalo:

dxµ =


dx
dy
dz
cdt

 ; dxµA =


dxA

dyA

dzA
cdtA

 .

Si se impone que se debe cumplir que:

dxµA = Lµν (V )dxν ,

se obtienen las transformaciones de desplazamiento
y tiempo:

dxxA = γ(V ) (dx− V dt) ,

dtA = γ(V )
(
dt− c−2V dc

)
.

Para este 4-vector dxµ su norma invariante es el
intervalo:

ds =
[
c2dt2 −

(
dx2 + dy2 + dz2

)]1/2
=

dsA =
[
c2dt2A −

(
dx2A + dy2A + dz2A

)]1/2
= ds .

15. Transformaciones relativistas de la velocidad. Se
definen los dos 4-vectores velocidad:

vµ =


γ(v)vx
γ(v)vy
γ(v)vz
c−1γ(v)v

 ; vµA =


γ(vA)vxA

γ(vA)vyA
γ(vA)vzA
c−1γ(vA)vA

 .

Si se impone que debe cumplirse que:

vµA = Lµν (V )vν ,

se obtienen las relaciones:

γ(vxA)vA = γ(v)γ(V )(vx − V ) ,

γ(vxA) = γ(v)γ(V )(1− vxV/c2) ,

y las transformaciones relativistas de velocidades:

vxA =
vx − V

1− vxV/c2
,

vyA =
γ−1(V )vy

1− vxV/c2
.

Para el 4-vector velocidad vµ su invariante es c, la
velocidad de la luz (la norma de cualquier 4-vector
velocidad es c, una velocidad con valor universal):

||vµ|| =
[
γ2(v)c2 − γ2(v)

(
v2x + v2y + v2z

)]1/2
= c .

16. Transformaciones relativistas de momento lineal
y enerǵıa. Para un cuerpo de inercia M que se
desplaza con velocidad v en un cierto referencial
S∞, con momento lineal p = (px, py, pz), dado
por p = γ(v)Mv, donde v = (vx, vy, vz), y con
enerǵıa total E = γ(v)Mc2, se tiene que el 4-vector
momento–c−1-enerǵıa viene dado en S∞ y FµA en SA

por vienen dados respectivamente por:

pµ =Mvµ =


γ(v)Mvx
γ(v)Mvy
γ(v)Mvz

c−1γ(v)Mc2

 ;

pµA =MvµA =


γ(vA)MvxA

γ(vA)MvyA
γ(vA)MvzA
c−1γ(vA)Mc2

 .

Si se impone que debe ser:

pµA = Lµν (V )pν ,

se obtienen las transformaciones:

pxA = γ(V )
(
px − V c−2E

)
,

pyA = py ,

pzA = pz ,

EA = γ(V ) (E − V px) .

Para el 4-vector pµ su norma invariante es:

||pµ|| =
[
γ2(v)M2c2 − γ2(v)M2

(
v2x + v2y + v2z

)]1/2
=Mc .

También se tiene el 4-vector Uµ = cpµ. Para el 4-
vector Uµ su norma invariante es:

||Uµ|| =
[
γ2(v)M2c4 − γ2(v)M2c2

(
v2x + v2y + v2z

)]1/2
=Mc2 .
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17. Transformaciones relativistas de fuerza. El 4-vector
fuerza de Minkowsky Fµ, en S∞ y FµA en SA vienen
dados respectivamente por:

Fµ =


γ(v)Fx
γ(v)Fy
γ(v)Fz

c−1γ(v) [F · v]

 ;FµA =


γ(vA)FxA

γ(vA)FyA
γ(vA)FzA

c−1γ(vA) [FA · vA]

 .

Si se impone que debe ser:

FµA = Lµν (V )F ν ,

se obtienen las transformaciones de fuerzas [28]:

FxA =
Fx − (V/c2) [F · v]

1− vxV/c2
,

FyA =
γ−1(V )Fy
1− vxV/c2

.

Para el 4-vector fuerza de Minkowski su norma in-
variante es el módulo de la fuerza|F |:

||Fµ|| =
[
γ2(v)(F · v)2c−2 − γ2(v)

(
F 2
x + F 2

y + F 2
z

)]1/2
=

= |F | .

18. Transformaciones relativistas de impulso lineal y
trabajo. Para un cuerpo de inercia M que se des-
plaza con velocidad v en un cierto referencial S∞,
bajo la acción de una fuerza conservativa F =
(Fx, Fy, Fz) con impulso lineal I = (Ix, Iy, Iz) =
(Fxdt, Fydt, Fzdt), y con trabajo dW = F · vdt,
se tiene que el 4-vector c-impulso–trabajo infinite-
simal viene dado en S∞ y en SA respectivamente
por:

dWµ = cFµdτ =


cFxdt
cFydt
cFzdt

Fxdx+ Fydy + Fzdz

 ;

dWµ
A = cFµA dτ =


cFxAdtA
cFyAdtA
cFzAdtA

FxAdxA + FyAdyA + FzAdzA

 .

Si se impone que debe ser:

dWµ
A = Lµν (V )dW ν ,

se obtienen las transformaciones:

IxA = γ(V )
(
Ix − V c−2dW

)
,

IyA = Iy ,

IzA = Iz ,

dWA = γ(V ) (dW − V Ix) .

Para el 4-vector dWµ su norma invariante es:

||dWµ|| =
[
(F · v)2dt2 − c2M2

(
F 2
x + F 2

y + F 2
z

)
dt2
]1/2

= c−1Fv .

19. Efecto Doppler y de aberración. A cada fotón se le
puede asignar un 4-vector momento-enerǵıa. En S∞
viene dado por ωµ y en SA por ωµA, respectivamente:

ωµ =


hνcos θ
hν sen θ

0
hν

 ;ωµA =


hνAcos θA
hν sen θA

0
hν

 .

Si se impone que debe ser:

ωµA = Lµν (V )ων ,

se obtienen las transformaciones de frecuencias
(efecto Doppler) [29] y de dirección (aberración):

νA = νγ(V )(1− β(V )cos θ) ,

cos θA =
cos θ − β(V )

1− β(V )cos θ
.

sen θA =
γ−1(V ) sen θ

1− β(V )cos θ
.

La norma invariante de un 4-vector momento-
enerǵıa de un fotón es cero. La inercia de un fotón
es cero, lo que parece indicar que no puede existir
en reposo:

||ωµ|| =
[
h2ν2 − h2ν2

(
cos2θ + sen2 θ + 0

)]1/2
= 0 .

Para un conjunto de fotones térmicos, con impulso
total nulo y función enerǵıa UQ =

∑
i hνi, su norma

será distinta de cero, de acuerdo con el principio de
inercia de la enerǵıa:

||Qµ|| =
[
N2h2ν2 − 0

]1/2
= Nhν .

20. Transformaciones relativistas de campos electro-
magnéticos. El 4-tensor Eµν genérico viene dado co-
mo:

Eµν = gνξEξµ =


0 cBz −cBy Ex
−cBz 0 cBx Ey
cBy −cBx 0 Ez
Ex Ey Ez 0

 . .

donde:

gνµ =


−1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 1


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es (nuestro) tensor métrico [el intervalo ds2 se defi-
ne entonces como ds2 = gνµdxνdxµ = cdt2−(dx2+
dy2 + dz2)].

El 4× 4-tensor campo electromagnético en SA es:

EAµν =


0 cBzA −cByA ExA

−cBzA 0 cBxA EyA
cByA −cBxA 0 EzA
ExA EyA EzA 0

 .

Si se impone que el 4×4-tensor EAµν se debe obtener
como:

EAµν = Lµξ (V )EξζL
+ζ
ν(V ) ,

donde Eµν es el 4×4-tensor campo electromagnetico
en S∞ con el 4× 4-tensor

L+µ
ν (V ) =


γ(V ) 0 0 β(V )γ(V )

0 1 0 0
0 0 1 0

β(V )γ(V ) 0 0 γ(V )

 ,

con Lµξ (V ) y L+µ
ξ (V ) = Lµξ (−V ).

Identificando componente a componente, se obtiene
las transformaciones relativistas del 3-vector campo
eléctrico E y del 3-vector B campo magnético:

ExA = Ex ,

EyA = γ(V ) [Ey − V Bz] ,
EzA = γ(V ) [Ez + V By] ,

BxA = Bx ,

ByA = γ(V )
[
By + (V/c2)Ez

]
,

BzA = γ(V )
[
Bz − (V/c2)Ey

]
.

Se puede mostrar la coherencia del formalismo de
4-vectores teniendo en cuenta que las ecuaciones:

Fµdτ = qEµν vνdτ ,

Wµdτ = qEµν dxν ,

son compatibles con las transformaciones relativis-
tas de fuerzas, velocidades, trabajos, desplazamien-
tos y campos electromagnéticos:

FµA dτ = qc−1EAµνvνAdτ ,

dWµ
A = qEAµνdxνA .

Part́ıculas elementales

Se postula como hipótesis una ecuación del movimiento
del tipo:

dpµ

dτ
= Fµ ,

como equivalente relativista a la segunda ley de Newton
y al teorema trabajo-enerǵıa para una part́ıcula elemen-
tal que se mueve en un cierto campo de fuerzas conser-
vativo. Se toma la derivada respecto del tiempo propio
τ , que es un invariante relativista, para que la ecuación
sea invariante bajo transformaciones de Lorentz, con la
correspondiente ecuación en SA:

dpµA
dτ

= FµA .

para una part́ıcula elemental de masa m los 4-vectores
momento-c−1enerǵıa inicial pµi y final pµf son:

pµi =


γ(vi)mvix
γ(vi)mviy
γ(vi)mviz
c−1γ(vi)mc

2

 ; pµf =


γ(vf )mvfx
γ(vf )mvfy
γ(v)mvfz

c−1γ(vf )mc2

 ,

con

dpµ =


d [γ(v)mvx]
d [γ(v)mvy]
d [γ(v)mvz]

c−1d
[
γ(v)mc2

]
 .

El 4-vector fuerza de Minkowski Fµ para un tensor de
campo electromagnético E = (Ex, Ey, Ez):

Eµν =


0 0 0 Ex
0 0 0 Ey
0 0 0 Ez
Ex Ey Ez 0

 ,

cuando se mueve con velocidad v = (vx, vy, vz), se obtie-
ne como:

Fµ = qc−1


0 0 0 Ex
0 0 0 Ey
0 0 0 Ez
Ex Ey Ez 0



γ(v)vx
γ(v)vy
γ(v)vz
γ(v)c

 =

=


γ(v)Fx
γ(v)Fy
γ(v)Fz

c−1γ(v)F · v

 =


γ(v)qEx
γ(v)qEy
γ(v)qEz

c−1γ(v)E · v

 .

Aplicando la ecuación del movimiento, con dτ = γ−1dt,
siendo dt el tiempo medido en S∞, se tiene:

dpµ =


d [γ(v)mvx]
d [γ(v)mvy]
d [γ(v)mvz]

c−1d
[
γ(v)mc2

]
 =


γ(v)qEx
γ(v)qEy
γ(v)qEz

c−1γ(v)qE · v

 γ−1dt .

Comparando componentes de la ecuación entre 4-
vectores, se obtienen las ecuaciones:

d [γ(v)mvx] = qExdt ,

d [γ(v)mvy] = qEydt ,

d [γ(v)mvz] = qEzdt ,

d
[
γ(v)mc2

]
= qE · dx .
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Las tres primeras ecuaciones son las componentes de la
segunda ley de Newton relativista y la cuarta ecuación
es el correspondiente teorema trabajo-enerǵıa cinética,
que es equivalente en este caso a la ecuación del centro
de masas (part́ıculas puntuales y fuerzas conservativas),
para un proceso infinitesimal.

Con las equivalencias entre 4-vectores cpµ = Uµ,
dWµ = cFµdτ , se tiene como ecuación del movimiento:

dUµ = dWµ .

En un proceso finito, con ∆x = (∆x,∆y,∆z):

Wµ = q


0 0 0 Ex
0 0 0 Ey
0 0 0 Ez
Ex Ey Ez 0




∆x
∆y
∆z
c∆t

 =


cEx∆t
cEy∆t
cEz∆t
E ·∆x

 .

se tiene:
cγ(vf )mvfx
cγ(vf )mvfy
cγ(vf )mvfz
γ(vf )mc2

−

cγ(vi)mvix
cγ(vi)mviy
cγ(vi)mviz
γ(vi)mc

2

 =


cqEx∆t
cqEy∆t
cqEz∆t
qE ·∆x

 ,

γ(vf )mvfx − γ(vi)mvix = qEx∆t ,

γ(vf )mvfy − γ(vi)mviy = qEy∆t ,

γ(vf )mvfz − γ(vi)mviz = qEz∆t ,

γ(vf )mc2 − γ(vi)mc
2 = qE ·∆x .

Las tres primeras ecuaciones son las componentes de la
segunda ley de Newton relativista y la cuarta ecuación
es el correspondiente teorema trabajo-enerǵıa cinética,
que es equivalente en este caso a la ecuación del centro
de masas (part́ıculas puntuales y fuerzas conservativas),
para un proceso finito.

FÍSICA CON 4-VECTORES. ECUACIÓN
MOMENTOENERGÍA-IMPULSOTRABAJO

El concepto de espacio-tiempo y la ecuación de Eins-
tein son entidades f́ısicas muy conocidas (o, al menos,
muy citadas) a las que, sin embargo, no se les concede
mucha importancia en la enseñanza moderna de la F́ısi-
ca. Es decir, la mayor parte de la enseñanza de la F́ısica
a nivel de bachillerato o de primer curso universitario se
sigue haciendo como en épocas anteriores (pre-Einstein)
a conocerse las teoŕıas de Einstein y Minkowski. Seguir
explicando la F́ısica más básica mediante el formalismo
Newton-Galileo en vez de con el formalismo Einsteini-
Minkowski-Lorentz implica un cierto déficit pedagógico,
pues el formalismo Newton-Galileo exige más trabajo (en
la resolución de cada problema), los errores conceptua-
les son más dif́ıciles de detectar y no es conceptualmente
una teoŕıa tan completa y manejable como la Einstein-
Minkowski-Lorentz.

Contra lo que parece ser una opinión muy extendida, la
Teoŕıa Especial de la Relatividad, sobre todo si se desa-
rrolla con 4-vectores de Minkowski, no es una teoŕıa que
es sólo interesante (y exacta) a altas velocidades [13].
Por el contrario, la Teoŕıa Especial de la Relatividad in-
troduce nuevos conceptos f́ısicos (los 4-vectores), nuevas
relaciones entre ellos, nuevas hipótesis f́ısicas y una lógi-
ca interna exigente tanto en vertical (cada 4-vector debe
tener su propia estructura coherente) como en horizontal
(las ecuaciones se obtienen a pares y deben cumplir unas
exigencias), que hace el formalismo mucho más versátil y
seguro a la hora de resolver problemas. Finalmente, pero
no menos importante, la exigencia de que las ecuacio-
nes sean covariantes bajo la transformación de Lorentz
permite considerar fuerzas electromagnéticas como par-
te del formalismo, lo que no es posible en el formalismo
Newton-Galileo, pues las fuerzas electromagnéticas (fuer-
za de Lorentz) no son invariantes bajo transformaciones
de Galileo, aśı como otras formas de enerǵıa a las que
en la f́ısica pre-Einstein no se les asigna momento lineal
(como conjuntos de fotones, etc.).

La Teoŕıa Especial de la Relatividad de Einstein, desa-
rrollada utilizando el formalismo de 4-vectores de Min-
kowski, substituye las tres hipótesis pre-relativistas: (i)
Principio de Conservación de la masa en sistemas cerra-
dos (Lavoisier); (ii) la Segunda ley de Newton (ecuación
impulso-momento lineal), ecuación entre vectores, y (iii)
el primer principio de la termodinámica (ecuación de la
enerǵıa), ecuación entre escalares, –conjunto de ecuacio-
nes invariantes bajo transformaciones de Galileo – por
una nueva hipótesis:

(a) Hipótesis de Einstein. La inercia de un sistema es
igual a su contenido en enerǵıa, multiplicada por
c−2:

M = Uc−2 . (26)

y por la hipótesis adicional,

(b) la ecuación relativista del momentoc−1enerǵıa-
impulsoc−1trabajo:

dpµ =
∑
j

Fµj dτj + dpdis + dpµQ , (27)

ecuación entre 4-vectores, 4-vector momento pµ, 4-vector
fuerza de Minkowski Fµj –dτj es el tiempo propio de la
fuerza Fj– (las fuerzas pueden ser conservativas, Fk o
no conservativas fs), 4-vector momento-enerǵıa asociado
al calor pµQ, que es invariante bajo la transformación de
Lorentz. Esta ecuación generaliza a cuerpos extensos,
macroscópicos y deformables, y a fuerzas no conservati-
vas la ecuación dpµ = Fµdτ , sólo válida para part́ıculas
puntuales y fuerzas conservativas.
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Función enerǵıa

Para describir un determinado proceso se toma como
sistema de referencia ventajoso (conveniente) S∞ aquel
referencial en el que las fuentes de trabajo (por ejemplo,
las placas de un condensador cargado que se utiliza para
aplicar una fuerza eléctrica sobre una carga eléctrica de-
positada sobre un cuerpo), focos térmicos (por ejemplo, el
suelo sobre el que desliza un cuerpo con rozamiento, o la
pared con la que choca un cuerpo deformable), o cuerpos
de inercia cuasi-infinita (el suelo, una pared, etc.) etc.,
se encuentran en reposo [Los sistemas f́ısicos que se pue-
den utilizar para transformar la enerǵıa mecánica inicial
de un cuerpo finito en otras formas de enerǵıa mecánica
se encuentran en reposo en S∞]. En la Ec. (27) pµ es el
4-vector contravariante momento lineal del sistema:

pµ =


px
py
pz

c−1E

 ; pµ =


γ(v)Mvx
γ(v)Mvy
γ(v)Mvz
γ(v)Mc

 , (28)

donde el momento lineal relativista p viene dado por:

p = γ(v)Mv ,

E = γ(v)Mc2 ,

siendo E = K + U la enerǵıa total de Z –suma de su
enerǵıa cinética K = [γ(v) − 1]M(T )c2 y de su función
enerǵıa, con γ(v) = (1 − v2/c2)−1/2. La inercia M se
obtiene aplicando el principio de inercia de la enerǵıa,
previa obtención de la función enerǵıa del cuerpo, en un
referencial SZ en el que el cuerpo permanece en reposo.

Se define el 4-vector función enerǵıa (se prefiere esta
denominación el vez de la más termodinámica de ‘ener-
ǵıa interna’, pues podŕıa inducir a confusión) Uµ como
Uµ = cpµ, tal que:

Uµ = cpµ =


cpx
cpy
cpz
E

 =


cγ(v)Mvx
cγ(v)Mvy
cγ(v)Mvz
γ(v)Mc2

 . (29)

La transformación de Lorentz Lµν (−v) transforma la
enerǵıa y el momento del 4-vector c-momento–enerǵıa
propio, es decir, representado en el referencial propio
–en el que el cuerpo Z permanece en reposo– UµZ =
{0, 0, 0, U(T )} (por razones tipográficas un 4-vector con-
travariante, matriz columna, se escribirá como una ma-
triz fila, pero manteniéndose su ı́ndice griego), como
Lµν (−v)UνZ = Uµ (convenio de suma de Einstein), con
Uµ = {cγ(v)Mv, 0, 0, γ(v)U(T )}, de la misma forma
en que se transforman la enerǵıa y el momento de
una part́ıcula elemental. La norma de Uµ es ||Uµ|| =(
E2 − c2p2

)1/2
= M(T )c2, un invariante relativista (no

constante; depende de la temperature). Basándose en que
la enerǵıa total y el momento lineal de un sistema com-
puesto de inercia M(T ) se transforma del mismo modo

que la enerǵıa y el momento lineal de una part́ıcula ele-
mental de masa m, se puede admitir que las ecuaciones
que describen el comportamiento de cuerpos extensos de-
ben ser las mismas que las ecuaciones que describen el
comportamiento de part́ıculas elementales. La diferencia
entre ambos tipos de ecuaciones estriba en que sobre un
cuerpo extenso se pueden aplicar simultáneamente varias
fuerzas, alguna de estas fuerzas puede ser no conservati-
va, sobre él se puede realizar trabajos disipativos, sobre
él se pueden realizar diferentes trabajos de configuración
(hidrostático, dieléctrico, magnético, etc.), en su interior
se pueden producir reacciones qúımicas, y los cuerpos
extensos pueden intercambiar enerǵıa en forma de ra-
diación térmica (principio de similitud). Estas ecuacio-
nes para cuerpos extensos tendrán sentido f́ısico siempre
y cuando se garantice que en la interacción del cuerpo
con el exterior, representado por fuentes de trabajo, fo-
cos térmicos, etc., en reposo en S∞, se lleva a cabo de
tal manera que el cuerpo se comporta realmente como
un todo. Por ejemplo, para un gas formado por un mol
de átomos de He a temperatura T , la distribución de
velocidades –distribución de Maxwell– de los átomos, la
distribución de los electrones dentro de los orbitales áto-
micos –distribución de Boltzmann– y la distribución de
frecuencias de los fotones dentro de la cavidad que con-
tiene el gas –distribución de Planck –, tienen en común el
parámetro temperatura T . Si sobre el gas se lleva a cabo
un proceso tan brusco que hay partes del sistema que no
pueden alcanzar el equilibrio termodinámico, las ecuacio-
nes propuestas no serán válidas durante ese intervalo de
tiempo.

Fuerzas y trabajos conservativos

En la misma Ec. (27) se tiene el 4-vector contravariante
fuerza de Minkowski Fµk para una fuerza conservativa Fk:

Fµk =


γ(vk)Fxk
γ(vk)Fyk
γ(vk)Fzk

γ(vk)c−1Fk · vk

 , (30)

con Fk · vk = Fxkvxk + Fykvyk + Fzkvzk, donde vk es
la velocidad de aplicación de la misma, siendo además
dτk = γ−1(vk)dt el intervalo de tiempo propio asociado a
la fuerza Fk –intervalo de tiempo medido por un reloj que
se desplaza con el cuerpo sobre el que se aplica la fuerza,
para cuerpos ŕıgidos (Fig. 23), o sobre las partes móviles,
émbolos, en el caso de cuerpos deformables (Fig. 24)– y
dt es el intervalo de tiempo medido por un reloj en el
referencial S∞.

A partir del 4-vector Fuerza de Minkowski Fµk se puede
definir un nuevo 4-vector, el 4-vector trabajo (c-impulso-
trabajo) Wµ

k considerando que:

Fµk = c−1
dWµ

k

dτk
,
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o dWµ
k = cFµk dτk, con:

dWµ
F =


cFxkdt
cFykdt
cFzkdt
Fk · dxk

 , (31)

con Fk · dxk = Fxkdxk +Fykdyk +Fzkdzk, donde dxk =
vkdt.

Fuerzas no conservativas

Para una fuerza no conservativa (por ejemplo, de roza-
miento) fs su velocidad de aplicación es cero, su tiempo
propio es igual a dt y puesto que en el referencial S∞
las fuerzas de rozamiento no realizan trabajo, se tiene el
4-vector fuerza fµs :

fµs =


fxs
fys
fzs
0

 . (32)

Para una fuerza no conservativa:

dWµ
s = cfµs dt =


cfxsdt
cfysdt
cfzsdt

0

 . (33)

De acuerdo con la Formulación Aśıncrona [30] que
impĺıcitamente se ha adoptado [31], en S∞ todas las fuer-
zas se aplican simultáneamente y durante el mismo in-
tervalo de tiempo dt. Esto permite sumar todos los 4-
vectores trabajo, haciendo que la suma impulso total
I =

[∑
k Fkγ

−1(vk) +
∑
s fs
]

dt y el trabajo total:

dWµ =
∑
k

dWµ
k +

∑
s

dWµ
s ,

tengan sentido f́ısico en el referencial S∞. En otros refe-
renciales las fuerzas no se aplicarán simultáneamente.

Calor

El 4-vector calor-enerǵıa Qµ (enerǵıa) y el 4-vector
calor-momento pµQ = c−1Qµ, vendrán dados, en general,
como:

Qµ =


cpxQ
cpyQ
cpzQ
EQ

 ; pµQ =


pxQ
pyQ
pzQ

c−1EQ


donde pQ es el momento lineal asociado a la enerǵıa EQ
asociada al calor. Para obtener el 4-vector Qµ en el refe-
rencial S∞ hay que recurrir a una consideración basada

en el segundo principio de la termodinámica: en un pro-
ceso en el que intervienen fuerzas no conservativas, y, por
tanto, con enerǵıa mecánica disipada, se define el calor Q

como la norma ||Qµ|| =
(
E2
Q − c2p2Q

)1/2
del 4-vector Qµ,

para garantizar que en un proceso disipativo se alcanza
el máximo aumento de la entroṕıa del universo para una
cierta enerǵıa EQ intercambiada, en S∞, el calor Q es ra-
diación térmica –N fotones de frecuencia νi – emitida (o
absorbida) con momento lineal nulo pQ =

∑
j hνjuj = 0

– Q =
∑
i hνi. Con esta consideración, la norma de la

enerǵıa intercambiada como calor será máxima para la
misma enerǵıa y también lo será la variación de la en-
troṕıa del universo. Aśı, en el referencial S∞ (suponiendo
que todos los fotones se emiten con la misma frecuencia
ν):

Qµ =


0
0
0

Nhν

 . (34)

Trabajo disipativo

Todo intercambio de enerǵıa entre un sistema y un
cierto dispositivo, que venga caracterizado mediante va-
riables macroscópicas (por ejemplo, la intensidad de co-
rriente I y la diferencia de potencial v en el calentamiento
de una resistencia eléctrica por efecto Joule durante un
tiempo dt), que no formen parte de las variables con-
jugadas que intervienen en la definición del trabajo de
configuración de un sistema y que entran como tales en
las ecuaciones térmica, energética y entrópica de estado
del sistema (por ejemplo, la presión P y el volumen V
en el caso de un sistema hidrostático, con dW = −PdV,
T = T (P,V), etc.) son trabajos disipativos.

Por consideraciones microscópicas semejantes a las rea-
lizadas para el caso del calor, se puede considerar que el
efecto un trabajo disipativo (por ejemplo, la circulación
de la corriente eléctrica por la resistencia colocada en el
seno de un gas) es aumentar la enerǵıa de las moléculas
componentes del cuerpo, aumentando su velocidad media
y, por tanto, su temperatura, pero de tal manera que el
momento lineal neto de esta ganancia de enerǵıa es cero.
Aśı, para un trabajo disipativo WD = Ivdt, la variación
de la función enerǵıa del cuerpo se puede poner como
suma de las variaciones de sus enerǵıas cinéticas:

∆KD =
∑
n

∆Kn = Ivdt ,

∆pD =
∑
n

∆pn = 0 ,

pero de tal manera que la suma de las variaciones de sus
momentos lineales es nula en el sistema de referencia S∞
en el que el dispositivo calefactor (resistencia eléctrica,
cables y bateŕıa) permanece en reposo. Aśı, el 4-vector
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Wµ
D asociado a este trabajo disipativo se puede poner

como:

dWµ
D =


c∆pxD

c∆pyD
c∆pzD
∆KD

 =


0
0
0

Ivdt

 .

Procediendo de esta manera, puesto que la variación
de entroṕıa del gas (universo) debido a este proceso
de calentamiento como la norma ||δWµ

D || del 4-vector
δWµ

D = {cpD, 0, 0, ED}, con:

||δWµ
D || = (ED − cpD)

1/2
,

dividida por T :

dSD =
||δWµ

D ||
T

,

se cumpliŕıa la hipótesis de que para este tipo de interac-
ción la variación de la entroṕıa del universo debe alcanzar
un máximo compatible con la enerǵıa intercambiada ED

(principio de máxima entroṕıa). Al igual que en el ca-
so del calor, imponer la condición de máxima entroṕıa al
trabajo disipativo implicaŕıa que debe ser pD = 0 y que la
enerǵıa (macroscópica) disipada debe serlo con momento
lineal nulo. Se define el 4-vector dpµD asociado al trabajo
disipativo como dpµD = c−1dWµ

D .

Ecuación c-momentoenerǵıa–c-impulsotrabajo

Con las equivalencias anteriores se tiene que la Ec. (27)
momento-c−1-enerǵıa–impulso-c−1-trabajo, para un pro-
ceso finito:

pµf − p
µ
i =

∑
k

w
Fµk dτk +

∑
s

w
fµs dt+ pµD + pµQ ,

(representación como segunda ley de Newton) se puede
expresar como:

Uµf − U
µ
i =

∑
j

Wµ
j +Wµ

D +Qµ , (35)

(j ≡ k + s) o ecuación c-momentoenerǵıa–c-
impulsotrabajo (representación como primer principio de
la termodinámica). La Ec. (35) generaliza la ecuación
∆U =

∑
kWk + WD + Q a tipos de enerǵıa a los que

en la f́ısica pre-Einstein no se les asocia momento lineal
(por ejemplo, al calor, a los trabajos disipativos, reaccio-
nes qúımicas, etc.), momento lineal que śı se les asocia
en la f́ısica relativista.

De las Ecs. (27) o (35), agrupando las componentes
espaciales por un lado y las componentes temporales por
el otro, se tienen las dos ecuaciones:

Md [γ(v)v] =

[∑
k

Fk +
∑
s

fs

]
dt , (36)

Md
[
γ(v)c2

]
=
∑
k

Fkdxk + dQ , (37)

respectivamente. Estas ecuaciones son los equivalentes re-
lativistas de (i) la ecuación vectorial de la segunda ley
de Newton (las 3 componentes espaciales) y (ii) de la
ecuación escalar del primer principio de la termodinámi-
ca (componente temporal), respectivamente.

Ecuación relativista del centro-de-masas

Si sobre la part́ıcula elemental, que se mueva en un
cierto referencial con velocidad v, se aplica una fuerza F,
se construye un 4-vector Fµ fuerza de Minkowski como:

Fµ =


γ(v)Fx
γ(v)Fy
γ(v)Fz

γ(v)c−1F · v

 ,

con F·v = Fxvx+Fyvy+Fzvz. Se postula como Ecuación
Relativista del Movimiento que:

Fµ =
dpµ

dτ
,

donde dτ = γ−1(v)dt es el tiempo propio de la part́ıcula,
o tiempo medido por un reloj que viaja con ella, y dt es
el tiempo medido en S∞, por relojes en reposo en dicho
referencial.

Se tienen las ecuaciones:

md[γ(v)vx] = Fxdt ,

md[γ(v)vy] = Fydt ,

md[γ(v)vz] = Fzdt ,

md[γ(v)c2] = F · v dt = Fxdx+ Fydy + Fzdz .

Las tres primeras ecuaciones son la segunda ley de New-
ton, relativista, y la cuarta ecuación es el primer principio
de la termodinámica, relativista.

Con vx = vcosθcosφ, vy = vcosθ senφ, vz = v sen θ:

d[γ(v)c2]

d[γ(v)vx]
=

v

cosθcosφ
=

vx
cos2θcos2φ

,

d[γ(v)c2]

d[γ(v)vy]
=

v

cosθ senφ
=

vy
cos2θ sen2 φ

,

d[γ(v)c2]

d[γ(v)vz]
=

v

sen θ
=

vz
sen2 θ

,

se tiene que:

vxmd[γ(v)vx] = Fxvxdt ,

vymd[γ(v)vy] = Fyvydt ,

vzmd[γ(v)vz] = Fzvzdt ,

y

cos2θcos2φmd[γ(v)c2] = Fxdx ,

cos2θ sen2 φmd[γ(v)c2] = Fydy ,

sen2 θmd[γ(v)c2] = Fzdz .
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Sumando, se tiene que:

md[γ(v)c2] = Fxdx+ Fydy + Fzdz .

Esta es la ecuación de la enerǵıa cinética o ecuación del
centro de masas. Como todas las fuerzas son conserva-
tivas, la ecuación de la enerǵıa cinética coincide con el
primer principio de la termodinámica.

Para un cuerpo extenso, sobre el que se pueden aplicar
fuerzas conservativas y no conservativas, se tiene:

Md[γ(v)vx] = (Fx + fx)dt ,

Md[γ(v)vy] = (Fy + fy)dt ,

Md[γ(v)vz] = (Fz + fz)dt ,

Md[γ(v)c2] = F · v dt = Fxdx+ Fydy + Fzdz .

Se tiene:

vxMd[γ(v)vx] = (Fx + fx)vxdt ,

vyMd[γ(v)vy] = (Fy + fy)vydt ,

vzMd[γ(v)vz] = (Fz + fz)vzdt ,

y

cos2θcos2φMd[γ(v)c2] = (Fx + fx)dx ,

cos2θ sen2 φMd[γ(v)c2] = (Fy + fy)dy ,

sen2 θMd[γ(v)c2] = (Fz + fz)dz .

Sumando, se tiene que:

Md[γ(v)c2] = (Fx + fx)dx+ (Fy + fy)dy + (Fz + fz)dz

=

(∑
k

Fk +
∑
s

fs

)
· dxcm . (38)

Es ésta la ecuación relativista del centro de masas del
sistema:

F ·∆xcm = γ(vf )Mc2 − γ(vi)Mc2 ;

F =

(∑
k

Fk +
∑
s

fs

)
;

∆K =M[γ(vf )− 1]c2 −M[γ(vi)− 1]c2 ;

∆K = F ·∆xcm.

Esta descripción de las ecuaciones relativistas del movi-
miento para un cuerpo extenso están de acuerdo con el
principio de similitud. Si las fuerzas aplicadas son apli-
cadas de forma suficientemente lenta, entonces el cuerpo
se comporta como un todo, obedece el principio de iner-
cia de la enerǵıa y aquellas partes de las ecuaciones que
para una part́ıcula elemental dependan de su masa m,
para un cuerpo extenso van a depender de su inerciaM,
manteniendo la misma forma funcional.

Ecuación del calor

Por comparación entre las ecuaciones del centro de ma-
sas y el primer principio:

Md[γ(v)c2] = (Fx + fx)dx+ (Fy + fy)dy + (Fz + fz)dz ,

Md[γ(v)c2] = Fxdx+ Fydy + Fzdz +Q ,

se obtiene la ecuación del calor:

dQ = − [fxdx+ fydy + fzdz] = −

(∑
s

fs

)
· dxcm .

(39)

MECÁNICA. BLOQUE QUE SE DESPLAZA CON
FRICCIÓN

Considérese el problema descrito en la Fig. 22, que, a
su vez, es el mismo problema descrito en la Fig. 5.
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Figura 22. Cuerpo sólido que se desplaza bajo la acción de
una fuerza conservativa –producida por la interacción de un
campo eléctrico sobre una carga eléctrica fijada en el mismo
– y sometido a una fuerza de rozamiento que disipa enerǵıa
mecánica. Fig. 5. Como referencial conveniente S∞ se elige el
referencial en el que el suelo, el condensador, etc., permanecen
en reposo.

El cuerpo Z tiene una inercia M ≡ M(T ) que puede
ser obtenida por los procedimientos descritos anterior-
mente.

Como referencial S∞ se toma aquel referencial en el
que el suelo, y las placas del condensador que produce el
campo eléctrico, permanecen en reposo. Sobre el cuerpo
Z actúa una fuerza conservativa F , con el 4-vector fuerza
de Minkowski Fµ dado por:

Fµ = qc−1


0 0 0 E
0 0 0 0
0 0 0 0
E 0 0 0



γ(v)v

0
0

γ(v)c

 =


γ(v)qE

0
0

γ(v)c−1qEv

 ,

siendo Eµν el 4×4-tensor del campo electrico horizontal. El
tiempo propio dτF asociado a esta fuerza (medido por un
rejoj que se desplaza con el cuerpo Z) es dτF = γ−1(v)dt,
siendo dt el intervalo de tiempo propio del referencial S∞.
También:

Wµ
k = qc−1


0 0 0 E
0 0 0 0
0 0 0 0
E 0 0 0




L
0
0
ct0

 =


qEt0

0
0
qEL

 ,
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Sobre el cuerpo Z actúa también una fuerza de rozamien-
to, no conservativa, f = −µMg. Debido a su carácter no
conservativo, la componente temporal del 4-vector fuerza
de Minkowski fµ asociado a esa fuerza en S∞ –referencial
en el que tiene asociado desplazamiento cero y ‘producto
fuerza-desplazamiento cero – debe ser cero. Igualmente,
el tiempo propio de esta fuerza dτf = dt debe ser igual al
tiempo medido en S∞. Aśı, para la fuerza de rozamiento
su 4-vector fuerza fµ es:

fµ =


−µMg

0
0
0

 ;Wµ
s =


−µMgt0

0
0
0

 .

En el referencial S∞ todas las fuerzas aplicadas actúan
simultáneamente y durante el mismo intervalo de tiempo
t0, medido en S∞ (formulación aśıncrona).

Debido a la acción de estas fuerzas sobre Z, el cuerpo
pasa de tener una velocidad inicial vi a una velocidad
final vf . Los 4-vectores momento inicial pµi = c−1Uµi y
momento final pµf = c−1Uµf vendrán dados respectiva-
mente por:

pµi =


γ(vi)M(T )vi

0
0

γ(vi)M(T )c

 ; pµf =


γ(vf )M(T )vf

0
0

γ(vf )M(T )c

 ,

donde se ha admitido que la temperatura del cuerpo Z
–y, por tanto, su inercia– no vaŕıan a lo largo del proceso
(proceso isotermo). Durante ese intervalo de tiempo el
cuerpo Z, su centro de gravedad, recorre una distancia
L.

Puesto que las fuerzas no conservativas introducen
efectos disipativos, es necesario considerar un intercam-
bio de calor entre la frontera del cuerpo Z y su entorno.
En el referencial S∞ se postula la existencia de un 4-
vector calor dado por:

Qµ = cpµQ =


cpQ

0
0
EQ

 ,

donde pQ es el momento lineal asociado al aclor y EQ la
enerǵıa asociada al mismo.

Si se toma como calor Q el invariante relativista:

Q =
(
E2
Q − c2p2Q

)2
,

igual a la norma del 4-vector Qµ, el incremento de en-
troṕıa del universo a lo largo del proceso va a ser igual
a:

∆SU =
|Q|
T

.

Puesto que en S∞ cualquier foco térmico se va a encon-
trar en reposo, se postula que en S∞ la variación de en-
troṕıa debe ser la máxima compatible con la enerǵıa total

intercambiada. De acuerdo con este postulado, en el re-
ferencial S∞ debe ser pQ = 0 y

pµQ =


0
0
0

c−1Nhv

 ,

siendo N = Ṅt0 el número de fotones de frecuencia ν
(aproximación monocromática) emitidos en todas direc-
ciones con momento lineal nulo.

Para un cuerpo extenso sometido a la acción de va-
rias fuerzas, alguna de ellas no conservativa, se postula
la Ecuación Relativista del Movimiento:

dpµ =
∑
j

Fjdτk + dpµQ ,

con j ≡ k + s referido a fuerzas conservativas y no con-
servativas. Para un proceso finito:

∆pµ =
∑
j

t0w

0

Fjdτj + pµQ .

Para el caso del cuerpo Z sometido a una fuerza conser-
vativa y otra no conservativa se tiene:

t0w

0

γ(v)FdτF =

t0w

0

Fdt = qEt0 ,

t0w

0

γ(v)FvdτF =

Lw

0

Fdx = qEL ,

y 
γ(vf )M(T )vf

0
0

γ(vf )M(T )c

−

γ(vi)M(T )vi

0
0

γ(vi)M(T )c


=


qEt0

0
0

γ(v)c−1qEL

+


−µMgt0

0
0
0

+


0
0
0

c−1Nhv

 .

Se tienen dos ecuaciones:

γ(vf )M(T )vf − γ(vi)M(T )vi = (qE − µMg)t0 , (40)

γ(vf )M(T )c2 − γ(vi)M(T )c2 = qEL+Nhv . (41)

Información adicional sobre este proceso se puede obte-
ner mediante la ecuación relativista del centro de masas.

1. Si las fuerzas aplicadas son constantes y la acelera-
ción a = (qE −µMg)/M es constante, se tiene que
[34]:

vf = vi +
c

(1 + c2/a2t20)
1/2

,

xf = xi + vit0 +
c2

a

[(
1 +

a2t20
c2

)1/2

− 1

]
,
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siendo xf−xi = L el espacio recorrido por el bloque
durante el intervalo de tiempo t0. (En el ĺımite c →
∞ se obtienen las expresiones clásicas.) Eliminando
t0 entre estas ecuaciones, se obtiene directamente:

γ(vf )Mc2 − γ(vi)Mc2 = (qE − µMg)L ,

que también se puede poner como la ecuación rela-
tivista de la enerǵıa cinética:

[γ(vf )− 1]Mc2 − [γ(vi)− 1]Mc2 =

= (qE − µMg)L . (42)

Conocida la velocidad final vf mediante la aplica-
ción de la ecuación relativista impulso-momento li-
neal, esta Ec. (42), ecuación relativista del centro
de masas o ecuación relativista de la enerǵıa cinéti-
ca de traslación, permite obtener el espacio L, re-
corrido por el bloque durante el proceso. Tanto las
velocidades vf y vi como el desplazamiento L se
refieren al centro de masas del sistema.

2. Considerando que se cumple la relación:

d
[
γ(v)c2

]
d [γ(v)v]

= v =
dx

dt
,

se tiene que:

Md
[
γ(v)c2

]
Md [γ(v)v]

=
Fdx

Fdt
,

donde F = qE − µMg es la resultante de todas las
fuerzas aplicadas sobre el bloque. Por tanto, si se
cumple la ecuación impulso lineal-momento lineal
Ec. (40), también se cumple la ecuación del centro
de masas:

γ(vf )U − γ(vi)U = (qE − µMg)L , (43)

o de la enerǵıa cinética de traslación:

Kf −Ki = FL ,

donde K = [γ(v)− 1]Mc2 es la enerǵıa cinética de
traslación.

3. Considerando que en un proceso infinitesimal para
este proceso se tiene que:

Md[γ(v)v] = (qE − µMg) dt ,

multiplicando ambos miembros por v, se tiene:

Mvd[γ(v)v] = (qE − µMg) vdt .

Esta nueva ecuación se puede integrar, con dx =
vdt, para un proceso finito, como:

vfw

vi

m d
(
γ(v)c2

)
=

xfw

xi

(qE − µMg) dx .

Integrando esta expresión, se tiene la ecuación re-
lativista de la enerǵıa cinética:

[γ(vf )− 1]Mc2 − [γ(vi)− 1]Mc2

= (qE − µMg)L .

Estas tres formas de obtener la ecuación relativista
del centro de masas o ecuación de la enerǵıa cinética
relativista de traslación Ec. (42) indican claramente que
dicha ecuación contiene la misma información que la
segunda ley de Newton relativista, expresada de otra
manera. Dada una cualquiera de estas dos ecuaciones, la
otra se obtiene inmediatamente.

Entre las dos ecuaciones, primer principio, y enerǵıa
cinética:

γ(vf )M(T )c2 − γ(vi)M(T )c2 = (qE − µMg)L ,

γ(vf )M(T )c2 − γ(vi)M(T )c2 = qEL+Q .

se obtiene la ecuación de los efectos térmicos o ecuación
del calor:

Nhv = −µMgL .

Conocido ν ≡ ν(T ), se puede obtener mediante esta ecua-
ción el número N de fotones emitidos y que transportan-
do la enerǵıa mecánica disipada han aumentado la en-
troṕıa del universo, demostrando que el proceso es irre-
versible.

Descripción en el referencial SA

Al igual que su formulación en f́ısica pre-Einstein se
demuestra que este problema es invariante bajo transfor-
maciones de Galileo, se puede demostrar que en su for-
mulación relativista el problema es invariante bajo trans-
formaciones de Lorentz.

Para obtener la descripción del problema dado en la
Fig. 22 en un referencial SA que se desplaza en para-
lelo al eje X con velocidad V (configuración estándar),
se debe considerar que el observador en SA debe aplicar
las mismas leyes que el observador en S∞ (Principio de
Relatividad), pero utilizando sus propias medidas de las
magnitudes.

Esta descripción debe coincidir con la que se obtiene si
cada 4-vector en S∞ se transforma en el correspondiente
4-vector en SA mediante la transformación de Lorentz
(para la configuración estándar):

Los 4-vectores xµ y xµA relativos al mismo suceso se
relacionan mediante la transformación de Lorentz como

xµA = Lµν (V )xν ,

xµ = Lµν (−V )xνA .



38
x1A
x2A
x3A
x4A

 =


γ(V ) 0 0 −β(V )γ(V )

0 1 0 0
0 0 1 0

−β(V )γ(V ) 0 0 γ(V )



x1
x2
x3
x4

 ,
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Figura 23. Referencial SA. Bloque arrastrado por una fuerza
F y sometido a una fuerza de rozamiento f . La fuerza de
rozamiento tiene desplazamiento distinto de cero. El calor se
emite con momento lineal no nulo

En el referencial SA, en configuración estándar respecto
de S∞, con velocidad V , se tiene:

γ(vfA)MvfA − γ(viA)MviA = Ft0A − µMgt0fA + pQA ,

γ(vfA)U − γ(viA)U = FLA + f∆x0fA −QA ,

donde el sub́ındice A indica las magnitudes tal y como
son medidas en SA, y donde se ha considerado: (i) que
las fuerzas F y f tienen diferentes intervalos de tiempo
de aplicación en SA (en S∞ estas fuerzas se aplican si-
multáneamente); (ii) que el calor en SA tiene momento
lineal pQA (lo que no ocurre en S∞):

QµA = Lµν (V )Qν =
{
cγ(V )(Nhν/c2)V, 0, 0,−γ(V )Nhν

}
,

con

pQA = γ(V )
Nhν

c2
V ,

y (iii) que la fuerza f tiene asociado un desplazamiento
∆x0fA en SA (lo que no ocurre en S∞),

Wµ
fA = Lµν (V )W ν

f = {cγ(V )ft0, 0, 0,−γ(V )V ft0} ,

El 4-vector intervalo ∆xµF asociado a la fuerza F en
S∞ es

∆xµF = {L, 0, 0, ct0} ,

por lo que:

∆xµFA = Lµν (V )∆xµF
=
{
γ(V ) (L− V t0) , 0, 0, cγ(V )

(
t0 − (V/c2)L

)}
,

con ∆xµFA = {LA, 0, 0, ct0A}. El 4-vector intervalo ∆xµf
asociado a la fuerza f en S∞ es

∆xµf = {0, 0, 0, ct0} ,

por lo que:

∆xµ0fA = Lµν (V )∆xµf = {−γ(V )V t0, 0, 0, cγ(V )t0} ,

con ∆xµ0fA = {∆x0fA, 0, 0, ct0fA}.

1. Campo eléctrico. En SA el campo eléctrico EA =
E (que se obtiene directamente transformando el
4×4-tensor Eµν ) y la fuerza FA = qE es igual a F . El
mismo resultado se obtiene aplicando las ecuaciones
de las transformaciones de fuerzas.

2. Fuerza de rozamiento. El componente temporal no
nulo de la fuerza de rozamiento en SA se obtiene di-
rectamente aplicando la transformación de Lorentz
a fµ. Para el observador en SA, el suelo B∞ se des-
plaza con velocidad −V y para él, también se des-
plaza la propia fuerza f .

3. Si los N fotones emitidos se dividen el dos partes
(derecha e izquierda) iguales, en SA la mitad de
los fotones se emite con frecuencia (efecto Doppler
relativista):

νR = ν
(c− V )1/2

(c+ V )1/2
,

y la otra mitad con frecuencia:

νL = ν
(c+ V )1/2

(c− V )1/2
.

Se puede ver entonces que en SA el conjunto se mue-
ve como un todo cumpliendo el principio de inercia
de la enerǵıa QA = γ(V )Q, y transportando mo-
mento lineal pQA = −γ(V )(Nhνc−2)V .

4. Ecuación del centro de masas en SA. Se cumple tam-
bién:

γ(vfA)U − γ(viA)U = (qE − µMg)LA ,

siendo LA = γ(V )(L − V t0) el desplazamiento del
centro de masas en SA.

En definitiva, aplicando la ecuación:

pµfA
− pµiA =

∑
j

w
FµjAdτj + pµQA

,

o la ecuación:

UµfA
− UµiA =

∑
j

Wµ
jA +QµA ,

con cada 4-vector en SA obtenido mediante transforma-
ción de Lorentz del correspondiente en S∞, e interpre-
tando los resultados obtenidos en términos de transfor-
maciones de campos electromagnéticos, transformaciones
de fuerzas, efecto Doppler, etc., se demuestra que la des-
cripción en SA es equivalente a la descripción en S∞.
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Figura 24. Cuerpo deformable dotado de cuatro émbolos. El
recipiente contiene un mol de átomos de He a temperatura
T . Cada émbolo k es diferente, se mueve con diferente veloci-
dad vk y tiene su particular tiempo propio τk. Las fuerzas se
aplican con suficiente lentitud, de tal manera que el sistema
como un todo nota todas las fuerzas.

TERMODINÁMICA. CUERPO DEFORMABLE

Una situación muy caracteŕıstica en termodinámica es
cuando sobre un sistema extenso y deformable, dotado
de varios émbolos, se aplican fuerzas sobre los mismos de
tal manera que la fuerza resultante sea nula. Esto implica
que en el referencial del centro de masas el impulso total
es nulo y que el centro de masas, aunque se desplace,
permanece en reposo en todo momento (Fig. 24). Se elije
como referencial S∞ el referencial en el que el centro de
masas permanece en reposo, que va a coincidir con aquel
referencial S∞ en el que los condensadores, etc., también
permanecen en reposo.

Considérese un sistema Z formado por 1 mol de átomos
de He, con inercia M(T ),

M(T ) = npmp+nnmn+neme−c−2
(
ŨN + ŨA

)
+c−2U(T,V) ,

en reposo en S∞.
Sobre el sistema Z actúan cuatro fuerzas conservativas,

Fk. La k-ésima fuerza Fk actúa sobre el émbolo k, que se
mueve con velocidad vk.

Para un campo eléctrico con componentes horizontal y
vertical se tiene el 4×4-tensor campo electromagnético:

Eµν =


0 0 0 Ex
0 0 0 Ey
0 0 0 0
Ex Ey 0 0

 ,

A partir del 4-vector Fuerza de Minkowski Fµ se puede
definir el 4-vector trabajo (impulso-trabajo) Wµ conside-
rando que:

Fµ = c−1
dWµ

dτ
,

o

dWµ = cFµdτ .

Teniendo en cuenta que Fµ = qc−1Eµν vµ y que vµdτ =
dxµ, se tiene que:

dWµ = qEµν dxµ .

Para un proceso finito, con un 4-vector intervalo finito
∆xµ:

∆xµ =


∆x
∆y
∆z
c∆t

 ,

se tiene Wµ = qEµν ∆xµ:

Wµ = q


0 0 0 Ex
0 0 0 Ey
0 0 0 0
Ex Ey 0 0




∆x
∆y
∆z
c∆t

 =


qExt0
qExt0

0
q [Ex∆x+ Ey∆y]

 .

En el referencial S∞ todas las fuerzas Fk aplicadas
actúan simultáneamente y durante el mismo intervalo de
tiempo t0, medido en S∞ (formulación aśıncrona), y con
impulso total nulo: ∑

k

Fk = 0 .

Si no se impone esta condición de resultante nula (que
va a ser caracteŕıstica de los problemas t́ıpicos de termo-
dinámica con gases, émbolos, etc.), el centro de masas
del sistema Z adquiriŕıa una cierta velocidad, por lo que
tendŕıa su particular tiempo propio, diferente del de S∞,
complicando – habŕıa que avanzar por diferenciales de
tiempo, sin poder calcular procesos finitos – el cálculo.

Wµ
1 = q1


0 0 0 Ex
0 0 0 Ey
0 0 0 0
Ex Ey 0 0




∆x1
0
0
ct0

 =


F1t0

0
0

cF1∆x1

 ;

F1 = q1Ex .

Wµ
2 = q2


0 0 0 Ex
0 0 0 Ey
0 0 0 0
Ex Ey 0 0




0
∆y2

0
ct0

 =


0

cF2t0
0

F2∆y2

 ;

F2 = q2Ey .

Wµ
3 = −q1


0 0 0 Ex
0 0 0 Ey
0 0 0 0
Ex Ey 0 0




∆x3
0
0
ct0

 =


cF3t0

0
0

F3∆x3

 ;

F3 = −q1Ex .

Wµ
4 = −q2


0 0 0 Ex
0 0 0 Ey
0 0 0 0
Ex Ey 0 0




0
∆y4

0
ct0

 =


0

cF4t0
0

F4∆y4

 ;

F4 = −q2Ey .
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Se tiene que con F3 = −F1 y F4 = −F2,
∑
k Fk = 0

(Condición de equilibrio de fuerzas en S∞).
Debido a la acción de estas fuerzas sobre el sistema Z,

a la realización de trabajos, el sistema Z pasa de tener
una función enerǵıa inicial U(Ti,Vi) a una función ener-
ǵıa final U(Tf ,Vf ). Se ha considerado que el gas es real
y que su función enerǵıa depende del volumen además de
depender de la temperatura (por ejemplo, un gas de Van
der Waals). Si el proceso se considera isotermo, entonces
Tf = Ti.

Los 4-vectores función enerǵıa inicial y final vendrán
dados respectivamente por:

Uµi =


0
0
0

U(Ti,Vi)

 ;Uµf =


0
0
0

U(Ti,Vf )

 ,

donde ya se ha considerado que el centro de masas del
sistema Z permanece en reposo en todo momento. Puesto
que a lo largo del proceso de compresión se produce un
intercambio de calor con el exterior:

Qµ =


0
0
0
Q

 ,

donde ya se ha aplicado la hipótesis de máxima entroṕıa.
En una aproximación monocromática todos los fotones
emitidos tiene la misma frecuencia ν, con Q = −Nhν.
Teniendo en cuenta que:

Uµ = cpµ ,

Fµk = c−1
dWµ

k

dτk
,

c
w
Fµk dτk = Wµ

k ,

se tiene el primer principio de la termodinámica Relati-
vista:

∆Uµ =
∑
k

Wk +Qµ ,

con ∆Uµ = Uµf − U
µ
i . Para el sistema Z:

0
0
0

U(Ti,Vf )

−


0
0
0

U(Ti,Vi)

 =

=


cq1Ext0

0
0

q1Ex∆x1

+


0

cq2Eyt0
0

q2Ey∆y2

+

+


−cq1Ext0

0
0

q1Ex∆x3

+


0

−cq2Eyt0
0

q2Ey∆y4

+


0
0
0
Q

 . (44)

Se tiene la ecuación:

U(Ti,Vf )−U(Ti,Vi) = F1∆x1+F2∆y2+F3∆x3+F4∆y4+Q .

Si este proceso se describe en el referencial SA:

1. Campos magnéticos. Los campos eléctricos vertica-
les se transforman generando campos magnéticos
en SA. Los campos eléctricos horizontales no se ven
transformados.

2. Pérdida de simultaneidad. Sobre los émbolos en ho-
rizontal las fuerzas no se aplican simultáneamente.

3. Efecto Doppler para los fotones emitidos.

MECÁNICA. PERSONA QUE SALTA

F

mg

vf

hf

hivi

(a) (b)

Figura 25. (a) Una persona salta partiendo de una posición
baja y con velocidad cero. (b) Cuando su pie pierde contacto
con el suelo, su centro de masas se encuentra a una altura h
y se mueve con velocidad vf .

La función enerǵıa de la persona se puede dividir en dos
partes: (i) una función enerǵıa Mc2 (aproximadamente
la masa de la persona multiplicada por c2) y (ii) una
función enerǵıa Uξ asociada a los procesos qúımicos que
deben producirse en su cuerpo para conseguir mover los
músculos y que estos ejerzan una fuerza sobre la pared.
Desde que empieza a presionar contra el suelo hasta que
cesa el contacto con el suelo se produciŕıa una variación
de enerǵıa interna qúımica dada por

∆Uξ = Ufξ − Uiξ .

La función enerǵıa Uiξ esta relacionada con las masas
de los diversos átomos que forman los reactivos de las
reacciones qúımicas y sus enerǵıas de enlace y Ufξ por
lo que ∆Uξ es esencialmente la enerǵıa asociada a las
diferencias entre las enerǵıas de enlace de los productos
menos las de los reactivos.
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Uµi =


0
0
0

Mc2 + Uiξ

 ;Uµi =


cγ(v)Mv

0
0

γ(v)Mc2 + Ufξ

 ,

donde se ha considerado que la persona parte del reposo
y que alcanza una velocidad v su centro de masas.

Para la fuerza gravitatoria F su 4-vector trabajo Wµ
F

es:

Wµ
F = {0,−cMgt0, 0,−Mgh} .

En el desarrollo de las reacciones qúımicas que van a pro-
ducirse, se tiene una variación del volumen entre reacti-
vos y productos, que deben realizar un trabajo contra la
presión externa P0. El 4-vector trabajo Wµ

P debido a este
efecto es:

Wµ
P = {0, 0, 0,−P0∆Vξ} ,

donde se considera que los gases en su expansión contra
la atmósfera no adquieren momento lineal.

La fuerza (media) F viene caracterizada por el 4-vector

Wµ =
{

0, cf̄ t0, 0, 0
}
.

En el referencial S∞ en el que el suelo permanece en
reposo, se tiene que:

Qµ = {0, 0, 0, Qξ +Nhν} ,

donde Qξ = T∆Sξ es el calor intercambiado debido a la
reacción qúımica y Nhν un exceso de calor.


cγ(v)Mv

0
0

γ(v)Mc2 + Ufξ

−


0
0
0

Mc2 + Uiξ


=


0

−cMgt0
0

−Mgh

+


0
0
0

−P0∆Vξ

+


0

cf̄ t0
0
0


+


0
0
0

Qξ +Nhν

 .

Se tienen entonces las ecuaciones:

γ(v)Mv = (f̄ −Mg)t0 ,

γ(v)Mc2 + Ufξ −Mc2 + Uiξ = −P0∆Vξ + T∆Sξ +Nhν .

Con estas ecuaciones se puede calcular v y t0 y:

[γ(v)− 1]Mc2 +Mgh ≈ − (Gfξ −Giξ) .

Es la disminución de la función enerǵıa asociada a las
reacciones qúımicas del metabolismo de la persona la que
proporciona la enerǵıa necesaria para la creación de su
enerǵıa cinética final. Con la ecuación del centro de ma-
sas:

γ(v)Mc2 −Mc2 = (f̄ −Mg)∆xcm ,

se puede obtener la distancia ∆xcm recorrida por su cen-
tro de masas mientras mantiene el contacto con el suelo.

Para un observador en SA, la persona se desplaza con
velocidad horizontal −V .

TERMODINÁMICA. CALENTAMIENTO Y
ENFRIAMIENTO DE UN GAS

En la Fig. 26 se muestra un gas real, con función ener-
ǵıa interna U(T,V) dependiente de la temperatura y del
volumen, encerrado en un cilindro dotados de dos émbo-
los, uno superior T, y otro inferior B. El émbolo T, tie-
ne fijado en él una carga eléctrica −q, mientras que el
émbolo B tiene fijada una carga +q. El sistema se en-
cuentra inmerso en un campo eléctrico uniforme vertical
E = (0, E , 0). En el interior del gas se encuentra una re-
sistencia eléctrica conectada a una bateŕıa eléctrica tal
que por la resistencia puede circular corriente eléctrica
de intensidad I y voltaje v. Inicialmente, con el gas a
temperatura Ti, volumen inicial Vi y presión Pi, el gas se
encuentra en equilibrio termodinámico. Sobre el émbo-
lo T, de sección A, se aplica una fuerza vertical, hacia
abajo, FE = −qE , y una fuerza vertical y hacia arriba
FP = PiA, iguales y de sentido contrario. Sobre el émbo-
lo B, con inercia mucho mayor que el émbolo T (seŕıa una
especie de suelo), de igual sección A, se aplica una fuerza
vertical, hacia abajo, FP = −PA, y una fuerza vertical
y hacia arriba FE = +qE , iguales y de sentido contrario.

Con velocidad inicial vi = 0 para el gas, el 4-vector
función enerǵıa para el mismo viene dado por:

Uµi =


0
0
0

U(Ti,Vi)

 ,

donde

U(Ti,Vi) =
∑
j

mjc
2 −

∣∣∣Ũ ∣∣∣+

Tiw

0

C(T )dT − af(Vi) ,

donde mj es la masa de la j-ésima part́ıcula componente,

Ũ es la suma de todas las enerǵıas de interacción y af(Vi)
es la dependencia de la enerǵıa interna con la tempera-
tura. Para un gas de Van der Waals:(

∂U

∂T

)
V

= CV ,(
∂U

∂V

)
T

= T

(
∂P

∂T

)
V
− P =

a

V2
, (45)
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Figura 26. Gas real encerrado en un cilindro dotado de dos
émbolos, T y B. El gas ve aumentada su temperatura me-
diante una resistencia eléctrica por la que circula corriente
(proceso adiabático), con realización de trabajo disipativo.
Al aumentar la temperatura del gas aumenta su presión y los
émbolos se desplazan contra la acción de un campo eléctrico
hasta alcanzar un nuevo equilibrio. En el referencial S∞ las
paredes del cilindro, el campo eléctrico y el condensador y
la bateŕıa que produce la corriente eléctrica, permanecen en
reposo.

y

U(Ti,Vi) = U(T0,V0) + CVT −
a

V
.

Inicialmente el gas se encuentra rodeado de paredes
adiabáticas. Durante un intervalo de tiempo t0 se hace
circular corriente eléctrica por la resistencia, disipándose
una enerǵıa (efecto Joule) W = Ivt0. Durante este inter-
valo de tiempo la temperatura del gas aumenta, aśı como
su volumen. En este proceso de expansión el gas ejerce
una fuerza neta sobre cada émbolo, que deben mover las
cargas eléctricas contra el campo eléctrico. En el estado
final, la presión final debe ser igual a la presión inicial,
con la misma fuerza neta cero ejerciéndose sobre cada
émbolo.

Eµν =


0 0 0 0
0 0 0 E
0 0 0 0
0 E 0 0

 .

Para obtener el trabajo realizado contra el campo
eléctrico por el desplazamiento de los émbolos, se tie-
ne que el 4-vector trabajo Wµ

T realizado por el émbolo
superior viene dado por:

Wµ
T = −q


0 0 0 0
0 0 0 E
0 0 0 0
0 E 0 0




0
∆yT

0
ct0

 =


0

−qEt0
0

−qE∆yT

 ,

siendo ∆yT el desplazamiento del émbolo T durante el
proceso. El impulso sobre el gas se dirige hacia abajo y

el trabajo, realizado por el gas, es negativo.

FµT = −qc−1


0 0 0 0
0 0 0 E
0 0 0 0
0 E 0 0




0
γ(vT )vT

0
γ(vT )c


=


0

−qγ(vT )E
0

−qEvT

 , (46)

con

Wµ
T = c

t0w

0

FµT dτT ,

donde dτT = γ−1(vT )dt .
Para el émbolo inferior B se tiene que:

Wµ
B = +qc−1


0 0 0 0
0 0 0 E
0 0 0 0
0 E 0 0



−∆yB

0
0
ct0

 =


0

+qEt0
0

−qE∆yB

 ,

siendo ∆yB el desplazamiento del émbolo T durante el
proceso y −qE∆yB el ‘producto fuerza-desplazamiento’
para este émbolo. El impulso realizado sobre el gas es
hacia arriba y el trabajo es negativo.

Por consideraciones microscópicas se puede considerar
que el efecto de la circulación de la corriente eléctrica
por la resistencia colocada en el seno del gas es aumentar
la enerǵıa de las moléculas componentes del gas, aumen-
tando su velocidad media y, por tanto, su temperatura,
pero de tal manera que el momento lineal neto de esta
ganancia de enerǵıa es cero. Aśı:∑

n

∆Kn = Ivt0 ,∑
n

∆pn = 0 .

Aśı, el 4-vector Wµ
D asociado a este trabajo disipativo se

puede poner como:

Wµ
D =


0
0
0

Ivt0

 .

Se puede hacer la consideración macroscópica siguien-
te. Se define la variación de entroṕıa del gas (universo)
debido a este proceso de calentamiento como la norma
||δWµ

D || del 4-vector δWµ
D = {cpD, 0, 0, ED}, con:

||δWµ
D || =

(
E2

D − c2p2D
)1/2

,

dividida por T :

dSD =
||δWµ

D ||
T

.
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Se admite como hipótesis que para este tipo de interac-
ción por trabajo disipativo, la variación de la entroṕıa
del universo debe alcanzar un máximo compatible con
la enerǵıa intercambiada ED (principio de máxima en-
troṕıa). Esta condición implica que debe ser pD = 0 y la
enerǵıa disipada en la resistencia debe serlo con momento
lineal nulo.

Por tratarse de un proceso adiabático:

Qµ =


0
0
0
0

 .

En principio se puede admitir que el gas, su centro
de masas, va a adquirir una velocidad final vf . Siendo
U(Tf ,Vf ) la función enerǵıa interna del gas en su estado
final, se tendŕıa:

Uµf =


γ(vf )

[
U(Tf ,Vf )c−2

]
vf

0
0

γ(vf )U(Tf ,Vf )

 .

Vf = Vi − (∆yT + ∆yB)A .

Aplicando la ecuación momentoenerǵıa-impulsotrabajo:

dUµ =
∑
k

dWµ
k + dWµ

D + dQµ ,

o, para un proceso finito:

Uµf − U
µ
i =

∑
k

Wµ
k +Wµ

D +Qµ ,


γ(vf )

[
U(Tf ,Vf )c−2

]
vf

0
0

γ(vf )U(Tf ,Vf )

−


0
0
0

U(Ti,Vi)


=


0

−qEt0
0

−qE∆yT

+


0

+qEt0
0

−qE∆yB

+


0
0
0

Ivt0

 , (47)

Se obtienen las dos ecuaciones:

γ(vf )
[
U(Tf ,Vf )c−2

]
vf = 0

γ(vf )U(Tf ,Vf )− U(Ti,Vi) = −qE (∆yT + ∆yB) + Ivt0 .

De la primera ecuación se deduce que vf = 0. La si-
metŕıa con que se aplican las fuerzas conservativas y el
hecho de que las interacciones trabajo disipativo y ca-
lor tienen en este referencial S∞ momento lineal nulo,
implica que el gas no puede adquirir enerǵıa cinética ma-
croscópica (su adquisición violaŕıa el segundo principio
de la termodinámica).

vf = 0

U(Tf ,Vf )− U(Ti,Vi) = −qE (∆yT + ∆yB) + Ivt0 .

La enerǵıa eléctrica disipada se emplea en realizar trabajo
contra el campo eléctrico cuando los émbolos se despla-
zan y en variar la función enerǵıa del gas. El trabajo es
negativo debido a que es realizado por el gas. El centro
de gravedad del gas no vaŕıa su enerǵıa cinética.

La irreversibilidad del proceso se establece desde el mo-
mento en que aumenta la entroṕıa del universo (la en-
troṕıa de la bateŕıa se puede considerar constante; en su
caso, aumentará) a lo largo del mismo:

∆S
(1)
U ≈McV ln

Tf
Ti

+MR ln
Vf − b
Vf − b

.

El proceso no se puede invertir de ninguna manera.

Para un observador en el referencial SA, en configura-
ción estándar respecto de S∞, se tendŕıa:

1. El campo eléctrico vertical se veŕıa modificado, con
EA = γ(V )E .

2. Apareceŕıa un campo magnético Bz =, que no exis-
te en S∞.

3. En la interacción de este campo eléctrico y magnéti-
co con la carga depositada en cada émbolo, que en
SA se desplaza con velocidad −V , se aplica la ecua-
ción de la fuerza de Lorentz.

4. Sobre cada émbolo se aplica una fuerza horizontal
FxTA y FxBA, respectivamente, que va a dar lugar
a un impulso neto en esa dirección.

5. Este impulso neto se utiliza en variar el momento
lineal del sistema pues aunque se mueve con velo-
cidad constante −V , al ver modificada su función
enerǵıa como resultado de la expansión del gas, ca-
lentamiento, etc., ve modificada su inercia y tam-
bién su momento lineal.

6. El trabajo disipativo realizado tendrá asociado mo-
mento lineal no nulo. Si en S∞ las moléculas del gas
salen después de chocar con la resistencia caliente
con momento lineal total nulo, en SA ya tendrán
momento lineal total no nulo, por lo que el obser-
vador tiene que asignar momento lineal no nulo al
trabajo disipativo.

EMISIÓN DE RADIACIÓN TÉRMICA

Una vez elevada la temperatura el gas mediante com-
presión adiabática, se lleva a cabo el siguiente proceso. Se
eliminan las paredes adiabáticas y el gas se deja enfriar
en una cavidad que se comporta como un foco térmico a
temperatura Ti (Fig. 27).
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Figura 27. El gas previamente calentado se deja enfriar en una
cavidad a temperatura Ti (proceso isotermo). En el referencial
S∞ las paredes del cilindro y la cavidad permanecen en reposo.
Se emiten fotones de frecuencia ν con momento lineal total
nulo.

Como 4-vector función enerǵıa inicial del gas Uµi se
toma:

Uµi =


0
0
0

U(Tf ,Vf )

 .

En el proceso de enfriamiento el gas se contrae y el
campo eléctrico, a través de los émbolos realiza un tra-
bajo sobre el gas. Aunque cada enerǵıa intercambiada en
forma de trabajo tiene su propio impulso, el impulso neto
es cero.

Wµ
T = −qc−1


0 0 0 0
0 0 0 E
0 0 0 0
0 E 0 0



−∆yT

0
0
ct0

 =


0

−qEt0
0

+qE∆yT

 .

Wµ
B = +qc−1


0 0 0 0
0 0 0 E
0 0 0 0
0 E 0 0




+∆yB
0
0
ct0

 =


0

+qEt0
0

+qE∆yB

 .

Por consideraciones microscópicas se puede considerar
que las paredes del cilindro que contiene el gas emiten ra-
diación térmica en todas direcciones, tal que el momento
lineal total es nulo. Si la radiación térmica –fotones de
frecuencia ν – se emite con una tasa Ṅ (supuesta cons-
tante), al cabo del intervalo de tiempo t0, se tendrá el
4-vector calor Qµ dado por:

Qµ =


0
0
0

Ṅhνt0

 .

Se puede hacer la siguiente consideración macroscópica.
Se define la variación de entroṕıa debida a la radiación

térmica intercambiada como la norma ||δQµ|| del 4-vector
δQµ = {cpQ, 0, 0, EQ}, con:

||δQµ|| = (EQ − cpQ)
1/2

,

dividida por T :

dS =
||δQµ||
T

.

Se admite como hipótesis que para este tipo de interac-
ción la variación de la entroṕıa del universo debe alcanzar
un máximo compatible con la enerǵıa intercambiada EQ
(principio de máxima entroṕıa). Esta condición implica
que debe ser pQ = 0 y la enerǵıa emitida como radiación
térmica debe serlo con momento lineal nulo.

El 4-vector función enerǵıa final del gas en este proceso
de enfriamiento es:

Uµf =


0
0
0

U(Ti,Vi)

 .

Aplicando la ecuación cmomentoenerǵıa-cimpulsotrabajo
se tiene:

0
0
0

U(Ti,Vi)

−


0
0
0

U(Tf ,Vf )

 =

=


0

−qEt0
0

+qE∆yT

+


0

+qEt0
0

+qE∆yB

+


0
0
0

Ṅhνt0

 ,

de donde se obtiene la ecuación:

U(Ti,Vi)− U(Tf ,Vf ) = +qE (∆yT + ∆yB) + Ṅhνt0 .

Aunque en este referencial la ecuación del impulso-
momento es idénticamente nula (debido a la exigencia
de la formulación aśıncrona), en otrso referenciales iner-
ciales puede no serlo.

La irreversibilidad del proceso se establece desde el mo-
mento en que aumenta la entroṕıa del universo a lo largo
del mismo:

∆S
(2)
U ≈ Ṅhνt0

Ti
.

El proceso de disipación de enerǵıa eléctrica no se puede
invertir de ninguna manera (salvo que se disponga de
otro foco térmico a diferente temperatura, lo que no es
el caso).

Para el conjunto de los dos procesos:

Ṅhνt0 = −Ivt0 .

Puesto que ∆S
(2)
U > ∆S

(1)
U , el segundo proceso es todav́ıa

más irreversible que el primero. Como en el primer pro-
ceso el gas alcanza una temperatura Tf mayor que Ti,
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se puede conectar una máquina de Carnot entre el gas
y el foco térmico y recuperarse algo del trabajo disipado
(no todo). Pero en el segundo proceso gas y foco térmico
terminan a la misma temperatura por lo que el trabajo

perdido es Wp = Ti∆S
(2)
U = Ivt0 y ese trabajo se ha

disipado por completo.

Observador en SA

Para un observador en el referencial SA, en configura-
ción estándar respecto de S∞, en este proceso de enfria-
miento se tendŕıa:

1. Dependiendo de la dirección en que sean emiti-
dos, los fotones tendrán diferente frecuencia (efecto
Doppler relativista)

2. El conjunto de fotones emitidos tendŕıa momento
lineal no nulo, de acuerdo con el principio de inercia
de la enerǵıa.

3. El impulso neto realizado sobre el sistema se emplea
tanto en variar el momento lineal del gas, pues vaŕıa
su inercia al variar su volumen, debido a las diferen-
tes enerǵıas de interacción, como en proporcionar
momento lineal al conjunto de fotones emitidos.

Para este observador, al final del primer proceso el gas
habrá variado su momento lineal, no porque haya variado
su velocidad sino debido a que ha variado su inercia. Pero
esta variación del momento lineal se deberá a que en SA

el trabajo disipativo śı tiene asociado impulso. Durante
el segundo proceso, el observador en SA observará que
el gas disminuye su momento lineal, no debido a su va-
riación de velocidad, siempre con velocidad V sino a la
disminución de su inercia. Esto se debe a que los fotones
emitidos hacia la izquierda tienen mayor frecuencia que
los emitidos a la derecha, por lo que al emitirse ejercen un
impulso mayor sobre el gas que los emitidos a la derecha,
frenando el gas.

Campo magnético

Debido a que observa un campo eléctrico moviéndose
hacia la izquierda, el observador en SA observa también
un campo magnético. Se tiene

EAµν = Lµν (V )Eµν L+µ
ν (V ) ,

donde L+µ
ν (V ) = Lµν (−V ), y

EAµν =


0 γ(V )Ec−1 0 0

γ(V )Ec−1 0 0 γ(V )E
0 0 0 0
0 γ(V )E 0 0

 ,

Identificando componentes, se tiene que el observador en
SA mide los campos eléctrico y magnético:

EyA = γ(V )E ,
cBzA = γ(V )Ec−1 .

con

WTA = −qEAµν∆xTA ,

donde

∆xTA = Lµν (V )∆xT .

Efecto Doppler relativista

El observador en SA observará frecuencias en los foto-
nes distintas de las observadas en S∞. para los fotones
emitidos hacia la derecha se tendrá que:

chνrAc
−1

0
0

hνrA

 =

=


γ(V ) 0 0 −β(V )γ(V )

0 1 0 0
0 0 1 0

−β(V )γ(V ) 0 0 γ(V )




+chνc−1

0
0
hν

 ,

con

νrA = ν
(c− V )1/2

(c+ V )1/2
,


chνlAc

−1

0
0

hνlA

 =

=


γ(V ) 0 0 −β(V )γ(V )

0 1 0 0
0 0 1 0

−β(V )γ(V ) 0 0 γ(V )



−chνc−1

0
0
hν

 ,

νlA = ν
(c+ V )1/2

(c− V )1/2
.

pQA =
N

2

hνrA
c
− N

2

hνlA
c

= −γ(V )
Nhν

c2
V ,

EQA =
N

2
hνrA +

N

2
hνlA = γ(V )Nhν .

En SA el conjunto de fotones śı tiene asociado momento
lineal.

QµA =


cpQA

0
0

EQA

 =


−cγ(V )Nhνc−2V

0
0

γ(V )Nhν

 .
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También se obtiene este resultado haciendo:

QµA =


γ(V ) 0 0 −β(V )γ(V )

0 1 0 0
0 0 1 0

−β(V )γ(V ) 0 0 γ(V )




0
0
0

Ṅhνt0

 .

La norma

||QµA|| = Ṅhνt0 .

Si T es una constante, no depende del referencial, enton-
ces se tiene la misma variación de entroṕıa en SA que en
S∞.

Inercia de la enerǵıa

Para el trabajo disipativo en SA:
cpDA

0
0
EDA

 =


γ(V ) 0 0 −β(V )γ(V )

0 1 0 0
0 0 1 0

−β(V )γ(V ) 0 0 γ(V )




0
0
0

Ivt0

 ,

WDA =


cγ(V )Ivt0c

−2V
0
0

γ(V )Ivt0

 .

La norma

||Wµ
DA|| = Ivt0 .

Si T es una constante, no depende del referencial, enton-
ces se tiene la misma variación de entroṕıa en SA que en
S∞.

VELA SOLAR

El problema de la vela solar resuelto aplicando la se-
gunda ley de Newton en un formalismo pre-Einstein im-
plica utilizar una descripción que no es covariante ni bajo
transformaciones de Galileo (a causa de los fotones) ni
covariante bajo transformaciones de Lorentz (a causa de
la segunda ley de Newton). Mediante la descripción con
4-vectores se puede obtener una descripción que es cova-
riante Lorentz y tal que en el ĺımite de c→∞ se obtiene
la descripción pre-Einstein.

Una vela solar, de inercia M y sección A, se desplaza
con una velocidad inicial vi cuando se encuentra a una
distancia ri del sol. A esa distancia, sobre la vela, incide
un flujo ṅ de fotones por unidad de superficie (el Sol
emite una potencia wS = AsσT

4
s a través de su superficie,

siendo As = 4πrS la superficie del Sol, rS su radio, y Ts =
6000 K, su temperatura superficial. A una distancia r del

(a) (b)

vi
vf

νr
νs

Figura 28. (a) Vela solar con velocidad inicial vi, alejándose
del Sol, sobre la que inciden fotones de frecuencia νr. (b) Vela
solar con velocidad final vf , que refleja fotones de frecuencia
νs.

Sol, el flujo de enerǵıa se obtiene mediante la aplicación
de la ley del inverso del cuadrado de la distancia; de esta
forma se puede obtener el flujo de enerǵıa por unidad
de superficie a la distancia ri del Sol y, dividiendo por
la enerǵıa de cada fotón, suponiendo que todos tienen la
misma frecuencia [35], el flujo de fotones por unidad de
tiempo y superficie que caen sobre la vela), con un flujo
Ṅ = ṅA de fotones, de frecuencia νr. Por simplicidad se
supone que la vela es perfectamente reflectora de la luz
y que todos los fotones son reflejados por la misma, con
frecuencia νs, también la misma para todos, y que los
fotones inciden perpendiculares a la vela. Al cabo de un
cierto intervalo de tiempo t0, la vela alcanza la velocidad
vf .

Los 4-vectores función enerǵıa inicial y final (c-
momento–enerǵıa) vienen dados por (la inercia de la vela
no vaŕıa):

Uµi =


cγ(vi)Mvi

0
0

γ(vi)Mc2

 ;Uµf =


cγ(vf )Mvf

0
0

γ(vf )Mc2

 .

Los 4-vectores momento (momento–c−1-enerǵıa) pµi =
c−1Uµi y pµf = c−1Uµf son a su vez.

pµi =


γ(vi)Mvi

0
0

γ(vi)Mc

 ; pµf =


γ(vf )Mvf

0
0

γ(vf )Mc

 .

Para conseguir que un fotón al chocar contra la vela le
transfiera momento lineal y enerǵıa, hay que admitir que
la frecuencia de los fotones incidentes debe verse modifi-
cada en los fotones que rebotan.

Cada fotón que incide viene caracterizado por el 4-
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vector ωµr :

ωµr =


hνr
0
0
hνr

 ;ωµs =


−hνs

0
0
hνs

 ,

siendo ωµs el correspondiente 4-vector del fotón que aban-
dona la vela. Nótese que cada fotón incidente o reflejado
tiene norma igual a cero, ||ωµr || = 0, y que el conjunto de
fotones tiene un momento lineal neto y una enerǵıa total
tal que la norma del su 4-vector Ωµ es también cero:

||Ωµr || =
[
N2h2ν2r − c2

(
N2h2ν2r
c2

)]2
= 0 .

Es decir, a pesar de tratarse de un conjunto de fotones,
esta enerǵıa del conjunto no puede tratarse como calor.

Sea Ṅ el flujo de fotones incidentes sobre la vela y sea
t0 el intervalo de tiempo que emplea la vela en pasar de
la velocidad inicial vi a la velocidad final vf debido a ese
flujo de fotones.

Si se toma como sistema la vela más los fotones (el sis-
tema no se encuentra en equilibrio termodinámico) con-
junto:

∆pµ + ∆pµf = 0 ,

pues sobre el sistema conjunto no se aplica ninguna fuerza
externa. Aśı:

cγ(vf )Mvf
0
0

γ(vf )Mc2

−

cγ(vi)Mvi

0
0

γ(vi)Mc2


+


−cṄc−1hνst0

0
0

Nhνs

−

cṄc−1hνrt0

0
0

Nhνr

 = 0 ,

siendo N = Ṅt0 el número de fotones que interacciona
con la vela durante ese intervalo de tiempo. Se obtienen
entonces las dos ecuaciones para la vela:

γ(vf )Mvf − γ(vi)Mvi = Nc−1h (νs + νr) ,

γ(vf )Mc2 − γ(vi)Mc2 = Nh (νr − νs) .

La primera ecuación es la correspondiente ecuación rela-
tivista impulso-momento lineal (segunda ley de Newton),
mientras que la segunda ecuación es la correspondiente
ecuación de la enerǵıa (primer principio).

A partir de la primera ecuación se obtiene también la
ecuación del centro de masas:

γ(vf )Mc2 − γ(vi)Mc2 = Ṅc−1h (νs + νr)L ,

siendo L la distancia recorrida por la vela durante el in-
tervalo de tiempo t0. Comparando la ecuación del centro

de masas con la ecuación de la enerǵıa se tiene que debe
ser:

Ṅc−1h (νs + νr)L = Ṅh (νr − νs) t0 ,

de donde se obtiene que:

νs = νr
c− v
c+ v

,

siendo v = L/t0 la velocidad de la vela. La fracción de
enerǵıa cinética (o total, pues no hay variación de enerǵıa
interna) que gana la vela en relación a la enerǵıa inciden-
te:

γ(vf )Mc2 − γ(vi)Mc2

Ṅhνrt0
= 1− 1− β(v)

1 + β(v)
=

2β(v)

1 + β(v)
.

Cuanto mayor sea la velocidad de la vela, mayor cantidad
de enerǵıa podrá tomar de los fotones incidentes [32].

En el ĺımite de c→∞ se tienen las tres ecuaciones:

d [Mv] = Ṅc−1h (νs + νr) dt ,

d
[
Mv2/2

]
= Ṅc−1h (νs + νr) dx ,

d
[
Mv2/2

]
= Ṅh (νr − νs) dt ,

de donde se obtiene el resultado anterior para νs.
Si la vela solar en vez de alejarse del Sol avanza con

velocidad inicial vi hacia el foco de fotones, la frecuencia
de los fotones salientes es mayor que la de los entrantes
y se tienen las ecuaciones:

γ(vf )Mvf − γ(vi)Mvi = −Ṅc−1h (νs + νr) t0 ,

γ(vf )Mc2 − γ(vi)Mc2 = −Ṅc−1h (νr + νs)L ,

γ(vf )Mc2 − γ(vi)Mc2 = Ṅh (νr − νs) t0 ,

con νs > νr. Se tiene entonces que:

νs = νr

(
1 + β(v)

1− β(v)

)
.

y [33]

∆K

Ṅhνrt0
=

2β(v)

1− β(v)
.

Un observador de la vela desde un referencial SA que
se mueva con velocidad V en configuración estándar res-
pecto de S∞, tendrá las ecuaciones:

cγ(vfA)MvfA

0
0

γ(vfA)Mc2

−

cγ(viA)MviA

0
0

γ(viA)Mc2


+


−cN

[
c−1hνsA

]
0
0

NhνsA

−

cN
[
c−1hνrA

]
0
0

NhνrA

 = 0 .
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donde las magnitudes con sub́ındice A están medidas di-
rectamente en SA, siendo viA es la velocidad inicial de la
vela en SA, etc. DE acuerdo con el principio de relativi-
dad el observador en SA debe utilizar ecuaciones con la
misma forma funcional que en S∞ para explicar el mis-
mo fenómeno, aunque, expresadas las magnitudes con sus
propias coordenadas. Esta ecuación en SA se puede ‘tra-
ducir’ al referencial S∞ utilizando las transformaciones
relativistas de las diferentes magnitudes que entran en
ella.

1. Para el observador en SA, de acuerdo con la trans-
formación relativista de velocidades, se tiene que:

viA =
vi − V

1− viV/c2
; (48)

vfA =
vf − V

1− vfV/c2
. (49)

2. Se tienen las ecuaciones de transformación:

γ(vA)vA = γ(v)γ(V )(v − V ) ,

γ(vA) = γ(v)γ(V )(1− vV/c2) .

3. Para las frecuencias de los fotones se tiene

νrA = νr
(c− V )1/2

(c+ V )1/2
; (50)

νsA = νs
(c+ V )1/2

(c− V )1/2
. (51)

Con estas transformaciones, y para N igual en ambos
referenciales se puede demostrar, sustituyéndolas en la
ecuación en SA anterior, que si se cumplen las relaciones
anteriores en S∞ también se cumplen estas en SA. Por
ejemplo, para la ecuación del momento lineal en SA se
tiene:

γ(vf )γ(V )(vf − V )M− γ(vi)γ(V )(vi − V )M =

= Nhc−1
(
νr

(c− V )1/2

(c+ V )1/2
+ νs

(c+ V )1/2

(c− V )1/2

)
.

Esta ecuación se puede poner como suma de las dos ecua-
ciones:

γ(V )
[
γ(vf )Mvf − γ(vi)Mvi = Nhc−1(νr + νr)

]
+

γ(V )
V

c2
[
γ(vf )Mc2 − γ(vi)Mc2 = Nh(νr − νr)

]
.

Puesto que estas ecuaciones se cumplen en S∞, la co-
rrespondiente ecuación también se cumple en SA. El mis-
mo procedimiento se puede seguir con la ecuación de la
enerǵıa para demostrar que el observador en SA obtiene
una descripción equivalente a la del observador en S∞
utilizando ecuaciones con la misma forma y sus propias

magnitudes. Aśı, la ecuación de la enerǵıa en SA ‘tradu-
cida’ con las magnitudes de S∞ adopta la forma:

γ(vf )γ(V )(1− vfV/c2)M− γ(vi)γ(V )(1− viV/c2)M =

= Nh

(
νr

(c− V )1/2

(c+ V )1/2
− νs

(c+ V )1/2

(c− V )1/2

)
.

que se puede poner como suma de dos ecuaciones:

γ(V )
V

c2
[
γ(vf )Mvf − γ(vi)Mvi = Nhc−1(νr + νr)

]
+

γ(V )
[
γ(vf )Mc2 − γ(vi)Mc2 = Nh(νr − νr)

]
,

cada una de las cuales se cumple en S∞.
La correspondiente ecuación entre 4-vectores en SA se

obtiene como transformación de Lorentz de la ecuación
entre 4-vectores en S∞, lo que garantiza que la descrip-
ción es covariante bajo transformación de Lorentz (algo
que ya estaba claro desde el momento en que la ecuación
se expresa mediante 4-vectores).

CONCLUSIONES

Algunos profesores de f́ısica parecen pensar que la se-
gunda ley de Newton contiene, impĺıcitamente, a la ecua-
ción de la enerǵıa, confundiendo la ecuación de la enerǵıa
cinética con el primer principio de la termodinámica. Pe-
ro la igualdad entre estas ecuaciones no es cierta en gene-
ral, y es únicamente cierta cuando sólo intervienen fuer-
zas conservativas y tipos de enerǵıa a los que se les puede
asociar momento lineal. En estos casos la ecuación del
centro de masas, el teorema trabajo-enerǵıa y el primer
principio de la termodinámica coinciden. Y no habiendo
disipación, no hay ecuación relativa a los efectos térmicos.

Cuando intervienen fuerzas no conservativas, como las
fuerzas de rozamiento, o enerǵıas a las que no se les aso-
cia momento lineal, como el calor, reacciones qúımicas,
etc., la ecuación de la enerǵıa cinética y el primer prin-
cipio de la termodinámica proporcionan una información
completamente diferente. La ecuación del calor se obtiene
de forma separada.

Al no poder integrar en el formalismo Newtoniano
enerǵıas (calor, enerǵıa qúımica, etc.) a las que no se les
asocia momento lineal, se necesita una hipótesis adicio-
nal, el principio de conservación de la enerǵıa, que śı in-
cluye esas enerǵıas, para tratar problemas en los que hay
destrucción o creación de enerǵıa mecánica. Debido a es-
tos dos principios diferentes, uno con parte de las enerǵıas
y otro con todas, son fáciles las confusiones. La mecánica
de los libros de texto procura no tratar con fuerzas no
conservativas. Cuando lo hace, o interpreta mal las ecua-
ciones –confundiendo la ecuación del la enerǵıa cinética
con el primer principio– o introduce ad hoc lo que parecen
nuevos principios de la f́ısica (normalmente incorrectos)
para explicar los fenómenos térmicos que se producen.
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Aśı, el concepto de ‘trabajo de las fuerzas no conserva-
tivas’ (en el referencial S∞) o ‘trabajo de las fuerzas de
rozamiento’ es totalmente incorrecto, pues sugiere que
hay enerǵıas acumuladas que pueden volver a utilizarse
y transformarse en otros tipos de enerǵıas mecánicas, lo
que no es cierto.

Del mismo modo, en termodinámica se considera, ca-
si siempre impĺıcitamente, que el conjunto de las fuerzas
aplicadas sobre el sistema tienen impulso neto nulo. De
esta manera se evita tener que hablar de momentos li-
neales. Por esta razón, el principio de relatividad apenas
se aplica en termodinámica, pues para un observador en
movimiento respecto del sistema habŕıa que calcular mo-
mentos lineales.

Resulta llamativo que muchos libros de texto sigan con-
fundiendo la ecuación del centro de masas (ecuación de
la enerǵıa cinética o ecuación del pseudotrabajo) con el
primer principio de la termodinámica. Es igualmente lla-
mativo que en los libros de texto no se resuelvan por
completo aquellos ejercicios que implican destrucción o
creación de enerǵıa mecánica (o se resuelvan de forma
inadecuada). La ausencia de una introducción coheren-
te del primer principio de la termodinámica implica una
comprensión deficiente de los procesos que tienen lugar
en cuerpos extensos y deformables.

Resulta igualmente llamativo que muchos libros de tex-
to sigan confundiendo la interpretación más general de la
ecuación de Einstein (principio de inercia de la enerǵıa)
y que sigan explicando que tiene un papel en procesos en
los que dicha ecuación no interviene en la forma en que se
presenta. La ausencia de una introducción coherente de la
ecuación de Einstein implica una comprensión deficiente
de los procesos que tienen lugar en cuerpos extensos y
deformables.

Resulta también curioso que más de cien años después
de la publicación de la teoŕıa especial de la relatividad
de Einstein y del desarrollo de la misma mediante el for-
malismo de 4-vectores de Minkowski, los libros de f́ısica
universitarios de los primeros cursos sigan enseñando f́ısi-
ca (casi) como a finales del siglo XIX. Dejando aparte el
habitual caṕıtulo dedicado a la relatividad y la parte de
f́ısica cuántica, el resto de los libros de texto podŕıan ha-
ber sido escritos principios del siglo XX. Esta ausencia de
una teoŕıa especial de la relatividad aplicada a cuerpos
extensos y deformables implica una falta de compresión
profunda de los procesos f́ısicos.

En mi opinión, esta ausencia de la teoŕıa especial de la
relatividad de Einstein desarrollada mediante 4-vectores
del cuerpo de la f́ısica general obedece a la ausencia de
una teoŕıa de la relatividad de cuerpos extensos y de-
formables, es decir, a la ausencia de una termodinámica
relativista.

La teoŕıa especial de la relatividad de Einstein nos en-
seña que todas las formas de enerǵıa deben tener asocia-
do momento lineal, y previamente, inercia, aunque éste
momento lineal sea cero en algún sistema de referencia

(por ejemplo, en el referencial SZ en el que un cuerpo Z
se encuentra en reposo). A la vez que exige ésta condi-
ción, la propia teoŕıa, a través del principio de inercia
de la enerǵıa, proporciona la solución. Cuando se trata
con enerǵıas sin asociarles momento lineal, el proceso no
está bien descrito. La caracteŕıstica de la termodinámica
pre-Einstein es que siempre se desarrolla en un sistema
de referencia en el que las formas de enerǵıa tienen mo-
mento nulo y las fuerzas se aplican con impulso nulo. Por
otro lado, la termodinámica nos indica que todas las for-
mas de enerǵıa deben tener asociada entroṕıa, aunque
ésta sea cero para las enerǵıas mecánicas. Para determi-
nar si un proceso es reversible, la propia termodinámica
proporciona la solución en forma de segundo principio de
la termodinámica.

Con respecto a la f́ısica pre-Einstein, la teoŕıa espe-
cial de la relatividad sustituye dos hipótesis f́ısicas, (i)
la segunda ley de Newton, una hipótesis expresada me-
diante 3-vectores, fuerza F, impulso Fdt y variaciones de
momento lineal p,

F =
d

dt
p ,

y (ii) el primer principio de la termodinámica,

∆Kcm + ∆U =
∑
k

Wk +WD +Q ,

una hipótesis expresada mediante los escalares enerǵıa
cinética ∆Kcm, trabajo W , calor Q, etc., ambas ecua-
ciones covariantes bajo transformaciones de Galileo, por
un único principio, (a) la ecuación momento-c−1enerǵıa–
impulso-c−1trabajo Ec. (53), expresada utilizando los 4-
vectors, Uµ, Fµj ; Wµ

D , Qµ,

dpµ =
∑
j

Fµj dτk + dWD + dpµQ ,

(j = k + s, donde k son fuerzas conservativas y s son
fuerzas no conservativas) obteniéndose que las ecuacio-
nes impulso-variación del momento lineal y enerǵıa ya
no son independientes, e introduciendo para ello un nue-
vo principio (b) el principio de inercia de la enerǵıa o
hipótesis de Einstein

M = Uc−2 .

Esta nueva hipótesis –cada tipo de enerǵıa contribuye,
dividido por c2 a la inercia del sistema – es la diferencia
conceptual más importante entre la f́ısica Newton-Galileo
y la Einstein-Minkowski y es el elemento que asegura la
coherencia del formalismo relativista articulado alrededor
de las transformaciones de Lorentz.

Con los 4-vectores:

pµ = c−1Uµ ,

pD = c−1Wµ
D ,

pµQ = c−1Qµ ,

Fµk dτk = c−1dWµ
k ,
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la equivalencia entre las ecuaciones:

dpµ =
∑
j

Fµj dτk + dpµD + dpµQ , (52)

dUµ =
∑
j

dWµ
j + dWµ

D + dQµ , (53)

es completa. La primera forma de la ecuación tiene una
estructura semejante a la de la segunda ley de New-
ton, pero incorporando el momento lineal de enerǵıas
no mecánicas (trabajo disipativo, calor, etc.). La segun-
da forma de la ecuación (ecuación c-momentoenerǵıa–c-
impulsotrabajo) tiene una estructura muy semejante al
primer principio de la termodinámica, mostrando que la
teoŕıa especial de la relatividad es una teoŕıa más de ener-
ǵıas y trabajos que de momentos y fuerzas. La hipótesis
de Einstein exige, a la vez que permite, asociar momento
lineal a cualquier forma de enerǵıa. Esta equivalencia en-
tre ecuaciones muestra la integración de ambas hipótesis
pre-Einstein en una única hipótesis expresada mediante
4-vectores.

El formalismo matemático de la formulación relativista
presentada permite ver claramente el papel que juegan las
ecuaciones entre 4-vectores, relacionando conceptos en
ecuaciones unidas mediante la hipótesis del principio de
inercia de la enerǵıa, y las ecuaciones derivadas de aque-
llas como la ecuación de la enerǵıa cinética o la ecuación
del calor. En el formalismo pre-Einstein esta distinción
esta menos clara, dando lugar a las confusiones que se
producen.

Resolver un ejercicio mediante un formalismo basado
en la teoŕıa especial de la relatividad de Einstein desarro-
llada mediante 4-vectores de Minkowski, implica varias
ventajas. El formalismo está claramente estructurado,
con pocos elementos de ambigüedad a la hora de resolver
un problema, la propia estructura matemática detecta
fácilmente los posibles errores cometidos y se obtiene
el ĺımite clásico, tanto en el referencial conveniente S∞
como en otro referencial como el SA, tomando el ĺımite
de c → ∞.

Del mismo modo que dos conceptos f́ısicos, espacio y
tiempo, que son diferentes en la f́ısica pre-Einstein, se
unifican en el concepto relativista de espacio-tiempo, dos
hipótesis f́ısicas diferentes, la segunda ley de Newton y el
primer principio de la termodinámica, considerados dife-
rentes en la f́ısica pre-Einstein, se unifican a través de una
única hipótesis, la ecuación relativista momentoenerǵıa–
impulsotrabajo, considera aqúı. Basada en 4-vectores mo-
mento y en fuerzas de Minkowski, esta ecuación adopta
una forma dpµ =

∑
j F

µ
j dτj + dpµQ que recuerda a la

segunda ley de Newton, mientras que cuando es expre-
sada utilizando 4-vectores enerǵıa, trabajo, etc., adopta
la forma dUµ =

∑
j dWµ

j + dQµ, que recuerda el primer
principio, mostrándose aśı la integración relativista de los
dos principios pre-Einstein separados.

El concepto de espacio-tiempo, relacionado con la
teoŕıa de la relatividad de Einstein significa, desde un
punto de vista matemático que las entidades con signi-
ficado f́ısico completo son los 4-vectores de Minkowski,
incluyendo aquellos 4-vectores relacionados con magni-
tudes termodinámicas, que las ecuaciones fundamentales
en f́ısica son ecuaciones entre 4-vectores y que la hipóte-
sis de Einstein (principio de inercia de la enerǵıa) es la
piedra angular del formalismo, pues proporciona coheren-
cia a toda la teoŕıa, al permitir asignar inercia, momen-
to lineal y enerǵıa a cualquier sistema f́ısico, y permite
el cumplimiento del principio de relatividad a través de
las transformaciones de Lorentz. Las ecuaciones vectoria-
les o las ecuaciones escalares, covariantes bajo transfor-
maciones de Galileo, sólo proporcionan una descripción
parcial del mundo f́ısico. La unidad esencial de la f́ısi-
ca –mecánica, termodinámica, electromagnetismo, f́ısica
cuántica, etc. – se consigue colocando todos estos campos
bajo el paraguas de la relatividad especial.

La teoŕıa especial de la relatividad exige que toda for-
ma de enerǵıa tenga asociado momento lineal, aunque
éste sea cero, y proporciona los medios, el principio de
inercia de la enerǵıa, para hacer esta asociación de mo-
mento a la enerǵıa. La termodinámica exige que a toda
forma de enerǵıa se le asocie entroṕıa, aunque ésta pueda
ser cero. Todo balance de enerǵıa aceptable, conservándo-
se la enerǵıa total, debe tener una enerǵıa con mayor en-
troṕıa, o la misma, que al principio del mismo. Sólo con
consideraciones termodinámicas se puede construir una
teoŕıa especial de la relatividad de cuerpos extensos, ma-
croscópicos, deformables, y de fuerzas no conservativas.

Puesto que un nuevo formalismo implica una nueva f́ısi-
ca (Feynman dixit), el formalismo presentado aqúı per-
mite resolver los ejercicios de f́ısica que se encuentran
en cualquier libro de texto de f́ısica universitaria – in-
cluyendo aquellos relacionados con cuerpos extensos y
fuerzas no conservativas (se excluyen los procesos de ro-
tación que tienen su propia ecuación relativista impul-
so angular-momento angular y su propia ecuación de la
enerǵıa cinética de rotación, obtenida mediante integra-
ción de la anterior, equivalente en rotación a la ecuación
del centro de masas en traslación) – desde un punto de
vista completamente diferente al que se ha venido adop-
tando en la f́ısica pre-Einstein, en forma completamente
covariante bajo transformaciones de Lorentz.

El concepto de espacio-tiempo y la Ecuación de Eins-
tein son entidades muy conocidas (o, al menos, muy ci-
tadas) a las que, sin embargo, no se les concede mu-
cha importancia en la enseñanza moderna de la F́ısi-
ca. Es decir, la mayor parte de la enseñanza de la F́ısi-
ca a nivel de bachillerato o de primer curso universi-
tario se sigue haciendo como antes de Einstein y Min-
kowski. Seguir explicando la F́ısica mediante el forma-
lismo Newtoniano-Galileano en vez de con el formalismo
Einsteiniano-Minkowskiano-Lorentziano es algo que debe
revisarse, pues el formalismo Newton-Galileo exige más
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trabajo (en el d́ıa a d́ıa), los errores son más dif́ıciles de
detectar y no es conceptualmente una teoŕıa tan comple-
ta y manejable como la Einstein-Minkowski-Lorentz.

Contra lo que parece ser una opinión muy extendida,
la teoŕıa especial de la relatividad , sobre todo si se desa-
rrolla con 4-vectores de Minkowski, no es una teoŕıa que
es sólo interesante (y exacta) a altas velocidades. Por el
contrario, la teoŕıa especial de la relatividad introduce
nuevos conceptos f́ısicos (los 4-vectores), nuevas relacio-
nes entre ellos, nuevas hipótesis f́ısicas y una lógica in-
terna exigente tanto en vertical (cada 4-vector tiene su
propia estructura) como en horizontal (las ecuaciones se
obtienen a pares y deben cumplir unas exigencias), que
hace el formalismo mucho más versátil y seguro a la hora
de resolver problemas.

Es evidente que un formalismo como el descrito no
puede ser enseñando a alumnos de cursos bajos. Pero es
igualmente evidente que aún sin enseñárselo a sus alum-
nos, un profesor debe tener un conocimiento de este tipo,
y que dicho conocimiento le evite cometer errores a la ho-
ra de enseñar conceptos de F́ısica que están equivocados
en los libros de texto. El hecho de que el primer princi-
pio de la termodinámica no se considere un principio de
la F́ısica (más bien parece un principio de la Qúımica)
ha llevado a la pretensión de que todos los problemas se
pueden resolver sólo con la mecánica, lo que, a su vez,
ha impedido el desarrollo de una teoŕıa especial de la re-
latividad de cuerpos extensos y deformables, pues en la
formulación mecánica hay muchas enerǵıas que no tienen
cabida al no tener asociado momento lineal.

APÉNDICE. FUERZAS DE ROZAMIENTO

Se pueden dar varios argumentos (no exhaustivos) para
demostrar que las fuerzas de rozamiento, y cualesquiera
fuerza no conservativa, no realizan trabajo cuando la in-
teracción tiene lugar entre un cuerpo finito Z y un cuerpo
de masa cuasi-infinita B∞, en el referencial conveniente
S∞ en el que B∞ permanece en reposo. En un referencial
SA en configuración estándar respecto de S∞ la fuerza de
rozamiento tendrá asociado un cierto desplazamiento y
un cierto ‘producto fuerza-desplazamiento’, debido a que
para el observador el cuerpo B∞ se mueve con cierta ve-
locidad [14]. Cuando el cuerpo Z interacciones con otro
cuerpo finito, las fuerzas de rozamiento śı realizarán tra-
bajo, pero más bien debido a que en esas circunstancias
se pueden considerar fuerzas de interacción electrostáti-
ca.

1. Supóngase un cuerpo Z que se mueve con velocidad
vi en un referencial S∞ en el que el suelo o una pared per-
manecen en reposo. Si el cuerpo de frena chocando contra
la pared, a la vez que se deforma, con ∆xcm 6= 0, es cla-
ro que la fuerza que la pared ejerce sobre Z no realiza
trabajo [17]. No hay enerǵıa acumulada en ningún dispo-
sitivo que pueda volver a utilizarse para poner el cuerpo

Z en movimiento de nuevo. La entroṕıa del universo ha
aumentado durante el proceso de frenado, probando la
irreversibilidad del proceso y la degradación de la enerǵıa
mecánica inicial. Si el cuerpo Z penetra en la pared una
cierta distancia L antes de pararse, puede parecer que
ahora esa fuerza opuesta a Z śı realiza un trabajo, FL.
Pero en realidad esa fuerza tampoco realiza trabajo, pues
la fuerza se aplica en puntos que no se desplazan [17]. La
situación final es la misma en ambos casos: no hay enerǵıa
acumulada que pueda volver a poner en movimiento a Z
y la entroṕıa del universo ha aumentado. Si, finalmente,
se considera que el cuerpo Z se mueve con rozamiento
una cierta distancia L sobre el suelo antes de detenerse,
vuelve a parecer que la fuerza de rozamiento realiza un
trabajo −µmgL, pero no es aśı. El efecto de la interac-
ción entre Z y el suelo es agitar, momentáneamente, los
pequeños osciladores de las superficies de contacto, que
luego se van a detener, disipando la enerǵıa de agitación,
aleatoriamente distribuida, inicialmente acumulada. En
los tres casos la situación final es indistinguible: no hay
enerǵıa mecánica acumulada que pueda volver a utilizar-
se, la entroṕıa del universo ha aumentado y no se puede
hablar con propiedad del trabajo de las fuerzas de fric-
ción.

2. Cuando se considera un proceso de rotación y di-
sipación, un disco que gira sometido a fuerzas de fric-
ción en su borde, es evidente que las fuerzas de fricción
no realizan trabajo (a diferencia de fuerzas aplicadas al
extremo de cuerdas que se desenrollan mientras el dis-
co gira, que śı realizan trabajo), a pesar de que hay un
término Q = 2fR∆θ que tiene unidades de enerǵıa y que
entre junto con el término F (r1 + r2)∆θ en la ecuación
de la enerǵıa cinética de rotación. En este caso está muy
claro que las fuerzas de fricción no tienen asociado des-
plazamiento. Lo mismo sucede en el caso del bloque que
desliza sobre una superficie de masa infinita.
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Figura 29. Referencial S∞ en el que el suelo, a temperatura
T , permanece en reposo. Un cuerpo Z de inerciaMZ, inicial-
mente con velocidad vi entra en contacto con un cuerpo B de
inerciaM0. El coeficiente de fricción dinámico entre Z y B es
µ. No hay fricción con el suelo. La velocidad final de Z y de B
es vf . El (cm del) cuerpo Z recorre una distancia L y el (cm
del) cuerpo B recorre una distancia l.

3. La forma más adecuada de ver que las fuerzas de ro-
zamiento no realizan trabajo cuando interviene un cuerpo
de masa cuasi-infinita, es considerando dos cuerpos fini-
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tos que rozan (Fig. 29) y tomando luego el ĺımite a masa
cuasi-infinita del que va a ser la superficie inmóvil final.
Aplicando la segunda ley de Newton a cada uno de los
cuerpos se tiene:

(m+M)vf = mvi ,

mvf −mvi = −ft0 ,
Mvf = ft0 ,

donde la fuerza f se caracteriza como f = µmg. Se tienen
también las ecuaciones del centro de masas referidas a
cada cuerpo:

1

2
mv2f −

1

2
mv2i = −µmgL ,

1

2
Mv2f = µmgl .

Como en este caso el cuerpo finito adquiere cierta enerǵıa
cinética hay que admitir que la fuerza f realiza un cier-
to trabajo. Hay que notar que la enerǵıa cinética no se
conserva pues:

∆K =
1

2
Mv2f +

1

2
mv2f −

1

2
mv2i < 0

Aplicando el primer principio de la termodinámica al sis-
tema conjunto Z + B se tiene que

vf = vcm =
mvi

M +m
,

por lo que con Wext = 0,
∑
k Fk = 0, ∆Kcm = 0 y

∆U = 0−
[

1

2
Mv2cm +

1

2
m(vi − vcm)2

]
,

con

∆U = −1

2

mM

M +m
v2i = Q .

El calor es igual a la disminución de la enerǵıa cinética
respecto del centro de masas, que era la enerǵıa interna
inicial. Con

1

2
mv2f −

1

2
mv2i −

1

2
Mv2f =

1

2

mM

M +m
v2i ,

se tiene entonces que:

Q = −f (L− l) = −µmg (L− l) .

Tomando el ĺımite en el que el cuerpo B tiende a tener
masa infinita, su velocidad final tiende a cero pero el
producto Mvf permanece constante, se tiene que:

ĺım
M→∞,vf→0

Mvf = −µmgt0 ,

ĺım
M→∞,vf→0

1

2
Mv2f = 0 .

A medida que el cuerpo B tiene masa mayor, su velocidad
disminuye linealmente pero su enerǵıa cinética disminuye

como el cuadrado de su velocidad. En este ĺımite el cuerpo
B∞ ya no vaŕıa su enerǵıa cinética, lo que prueba que
el cuerpo Z ya no ha realizado trabajo sobre él y que
hay que asignar un desplazamiento nulo a la fuerza de
rozamiento, l = 0. Se tiene entonces que para el cuerpo
Z:

mvf −mvi = −µmgt0 ,
1

2
mv2f −

1

2
mv2i = −µmgL .

Aplicando el primer principio al cuerpo Z en su interac-
ción con B∞, con ∆U = 0 y Wext = 0, se tiene:

Q = −µmgL .

Este mismo resultado se obtiene en el ĺımite en el que
l = 0.

El invariante Galileano para este proceso es:

GM = −
[

1

2
mv2f −

1

2
mv2i

]
= −Q .

Para un observador en el referencial SA:

m(vf − V )−m(vi − V ) = −µmgt0 ,
1

2
m(vf − V )2 − 1

2
m(vi − V )2 = −µmgV t0 +QA .

En este referencial SA la fuerza f = −µmg tiene asociado
un desplazamiento V t0. Se obtiene que en SA:

QA = −µmgL = Q .

El calor es un invariante Galileano. Para el invariante
Galileano:

GMA = WA −∆Kc.m.A

= −µmgV t0 −
[

1

2
m(vf − V )2 − 1

2
m(vi − V )2

]
= −Q . (54)

4. En termodinámica todo trabajo de configuración de-
be describirse como una interacción entre el sistema y
una fuente de trabajo y esta interacción debe poder ser
reversible. Los trabajos disipativos (efecto Joule) vienen
caracterizados por variables macroscópicas, pero son irre-
versibles (aumenta la entroṕıa del universo). Las fuerzas
no conservativas, que deben ser descritas de forma feno-
menológica, no entran directamente en el trabajo.

Sea un gas que se expande mediante contacto diater-
mo con un foco térmico a alta temperatura T1. En este
proceso de expansión se puede conseguir elevar una ma-
sa una cierta altura o un conjunto de masas elevadas a
ciertas alturas (enerǵıa potencial gravitatoria). El mismo
gas se puede comprimir en contacto diatermo con un fo-
co de calor a una temperatura más baja, para lo que se
necesitan menos masas y menores alturas (menor enerǵıa
potencial gravitatoria). El trabajo neto obtenido en un
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proceso ćıclico en el que el gas experimenta un ciclo ter-
modinámico se acumula en forma de enerǵıa potencial
gravitatoria y puede utilizarse, ı́ntegramente, para pro-
ducir otras formas de enerǵıa, por ejemplo, electricidad.

Cuando un cuerpo desliza sobre la superficie de un
cuerpo de masa cuasi-infinita (que se comporta como
un foco térmico), no se puede hablar de ‘trabajo de las
fuerzas de rozamiento’ pues la enerǵıa mecánica disipa-
da no se puede ya volver a utilizar para producir enerǵıa
mecánica (a no ser que se disponga de focos térmicos a
otras temperaturas).

5. Para describir la interacción entre un cuerpo y una
fuente de trabajo, por ejemplo, la presión atmosférica P0

que actúa sobre un émbolo de sección A produciendo una
fuerza F = P0A, que va a desplazar el émbolo una distan-
cia L, realizando un trabajo FL sobre el gas encerrado
por el émbolo, se utiliza un 4-vector como:

Wµ = {cF t0, 0, 0, FL} .

El término FL tiene entroṕıa cero y, en principio, los
procesos realizados seŕıan reversibles. Para la fuerza de
rozamiento entre una superficie cuasi-infinita y un cuerpo
finito, en el sistema de referencia en el que el cuerpo
cuasi-infinito permanece en reposo, no realiza trabajo y
el 4-vector correspondiente vendrá dado como:

Wµ
f = {cft0, 0, 0, 0} .
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