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¿Para qué sirven las Matemáticas?
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Algunas aplicaciones

Controlar un mundo complejo

Pierre Perrier

Qu’il s’agisse de la manœuvrabilité d’un avion, de la tenue mécanique
d’une structure compliquée ou de la gestion du trafic automobile,

le progrès dans ces domaines ne vient pas uniquement des inventions
purement techniques. Il naît aussi de recherches abstraites, comme

la théorie mathématique du contrôle.

on comprend aisément l’intérêt de savoir
contrôler la réaction d’un avion ou d’une fusée
aux turbulences de l’écoulement de l’air, de
déterminer la démarche à suivre en cas d’in-
cident dans une cen-
trale nucléaire, de
gérer le réseau de
distribution de l’élec-
tricité en cas de
pannes, etc. Dans des
situations normales,
le contrôle vise à
optimiser quelque
chose, à améliorer
des performances, à
faire des économies
de matériaux ou d’ar-
gent : c’est le cas lors-
qu’on veut maintenir
un satellite sur sa
bonne orbite en uti-
lisant le minimum de
carburant.

Penchons-nous sur l’exemple de la gestion
des pannes dans un réseau de distribution
d’électricité. Un incident tel qu’un court-cir-
cuit ou une rupture de contact (due par

Contrôler
un monde complexe

Le pont Vasco de Gama sur le Tage, à Lisbonne. La résistance d’une structure complexe telle qu’un pont
peut être contrôlée de façon active en plaçant, en des endroits bien choisis, des dispositifs qui vont, selon les
mouvements de la structure, modifier ses caractéristiques mécaniques afin de contrecarrer les effets de réso-
nance. La théorie mathématique du contrôle traite de telles situations. (Cliché Gamma/Gilles Bassignac)

alors en fonction de l’amplitude des déplace-
ments des points critiques, de façon à éviter
toute évolution dangereuse de la structure.
C’est une analyse mathématique du système
étudié qui détermine les emplacements adé-
quats des capteurs et actionneurs et les procé-
dures de contrôle les mieux adaptées.

Malheureusement, le calcul exact du com-
portement du système en l’absence de contrôle,
de sa sensibilité et de son aptitude à être contrôlé
est, le plus souvent, inaccessible. La raison est
en général soit la complexité mathématique des
problèmes dès qu’ils sont non linéaires (impos-
sibilité de les décomposer en somme d’éléments
simples et à peu près indépendants du point de
vue mathématique), soit le temps de calcul sur
ordinateur qui serait trop long. En conséquence,
le contrôle est souvent imparfait. Il se peut par
exemple que l’on réussisse à contrôler des modes
de vibration provisoirement seulement — l’éner-
gie extérieure s’accumule d’abord dans de nom-
breux modes de vibration de faible amplitude,
avant de se combiner et de resurgir dans un
nombre plus petit de modes, mais avec une forte
amplitude. Beaucoup reste à faire pour bien
comprendre ces processus et remédier à leurs
effets négatifs.

Tenir bon malgré les turbulences

Prenons un troisième exemple : les écou-
lements de fluide à grande vitesse, comme
l’écoulement de l’air autour d’un avion, d’une
fusée en décollage, ou de l’eau autour d’un
bateau rapide. Dans ces situations, on est
confronté à la turbulence, c’est-à-dire à des
mouvements complexes et instables du fluide,
à une perpétuelle destruction et reconstruc-
tion de structures si compliquées qu’elles sem-
blent relever d’un désordre total. Les turbu-

lences peuvent gêner considérablement le
mouvement d’un véhicule, aérien ou autre.
On comprend que le contrôle soit ici beau-
coup plus difficile à obtenir. Mais ces pro-
blèmes ont une grande importance pratique.
Aussi les ingénieurs ont-ils essayé, par tâton-
nements, et en s’inspirant par exemple du vol
des oiseaux pour concevoir les avions, d’assu-
rer une certaine contrôlabilité de l’écoule-
ment. Ils y ont partiellement réussi en ren-
forçant notamment les bords de fuite et
d’attaque des ailes, en plaçant des capteurs
en des endroits peu perturbés et des action-
neurs — des gouvernes — aux endroits sen-
sibles, près des bords de fuite.

La théorie mathématique du contrôle a
permis dans un premier temps de retrouver
ces résultats empiriques. Puis elle a permis de
proposer des stratégies d’actions, des plans
de conception qui renforcent ou diminuent,
selon le cas, la sensibilité aux actions d’un opé-
rateur humain ou aux perturbations exté-
rieures. On en est maintenant au point d’iden-
tifier des dispositifs élémentaires de contrôle
actif qui agiraient à l’échelle quasi microsco-
pique, celle d’une couche de fluide de

Contrôler un monde complexe 21

L’image du haut montre un écoulement fluide supersonique relative-
ment régulier. Dans l’image du bas, l’action d’un petit jet de fluide
injecté latéralement a eu pour résultat le développement d’instabilités
dans l’écoulement. Une telle manipulation illustre l’idée que l’on peut
agir sur un écoulement à l’aide de petits dispositifs, notamment en vue
de le contrôler (Cliché Erwan Collin-LEA/CEAT-Université de Poitiers).

Se trate de la maniobrabilidad de un avión, de la resistencia mecánica de
una estructura compleja o de la gestión del tráfico automoviĺıstico, el
progreso en estos campos no viene solamente de los avances técnicos
pertinentes si también de las investigaciones abstractas como la teoŕıa
matemática del control.

Pablo Pedregal, UCLM (UCLM) Optimización matemática
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progreso en estos campos no viene solamente de los avances técnicos
pertinentes si también de las investigaciones abstractas como la teoŕıa
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Algunas aplicaciones

Ondas para comprimir una imagen

Stéphane Mallat

Qu’elles soient stockées numériquement dans des mémoires
informatiques ou qu’elles voyagent à travers Internet,

les images occupent beaucoup de place. Heureusement, il est possible
de les « condenser » sans altérer leur qualité !

une image numérisée se comprime, tout
comme un jus d’orange que l’on réduit à
quelques grammes de poudre concentrée. Il
ne s’agit pas d’un tour de passe-passe, mais
de techniques mathématiques et informa-
tiques permettant de réduire la place occupée
par une image dans un ordinateur ou dans un
câble de communication. Elles sont aujour-
d’hui indispensables pour stocker de l’infor-
mation ou la transmettre par Internet, télé-
phone, satellite ou autre.

La compression d’une image revient à
représenter celle-ci à l’aide d’un nombre réduit
de paramètres, en éliminant les redondances.
Un exemple caricatural aidera à comprendre
l’idée de principe : dans le cas d’une image
uniformément blanche, il est inutile de préci-
ser explicitement pour chacun de ses points le
niveau de gris correspondant; cela serait beau-
coup plus long que d’énoncer: « tous les points
de l’image sont blancs ». Le problème de la
représentation est un sujet central en mathé-

Des ondelettes
pour comprimer une image

Figure 1. Ces trois images illustrent la puissance des méthodes de compression actuelles. L’image originale (A) est constituée de 512 x 512 points,
chacun d’eux ayant un certain niveau de gris, pris dans une palette de 256 niveaux. L’image (B) est le résultat d’une compression par un facteur
8, réalisée en réduisant les niveaux de gris à 2 valeurs possibles seulement (noir ou blanc). L’image (C) a été obtenue de (A) par une compression
d’un facteur 32 en utilisant une base d’ondelettes. La différence de qualité avec l’image initiale est à peine perceptible. (Illustration auteur)

A B C

des sons ou des images. Et pourtant, les ingé-
nieurs savent bien que ces sinusoïdes sont loin
d’être idéales pour des signaux aussi complexes
que des images : elles ne représentent pas effi-
cacement des structures transitoires telles que
les contours de l’image.

…puis est venue la « transformée en
ondelettes »

Les spécialistes du traitement des signaux
n’étaient pas les seuls à prendre conscience
des limitations des bases de Fourier. Dans les
années 1970, un ingénieur-géophysicien fran-
çais, Jean Morlet, s’est rendu compte qu’elles
n’étaient pas le meilleur outil mathématique
pour explorer le sous-sol ; cela conduisit à l’une
des découvertes — dans un laboratoire d’Elf-
Aquitaine — de la transformée en ondelettes.
Cette méthode mathématique, fondée sur un
ensemble de fonctions de base différentes des
fonctions sinusoïdales utilisées dans la méthode
de Fourier, remplace avantageusement la trans-
formée de Fourier dans certaines situations.
Par ailleurs, dès les années 1930, les physiciens
s’étaient rendu compte que les bases de Fourier

n’étaient pas bien adaptées pour analyser les
états d’un atome. Cela a été à l’origine de
nombreux travaux qui ont, ultérieurement,
beaucoup apporté à la théorie des ondelettes.
C’est aussi vers les années 1930 que des mathé-
maticiens se sont mis à tenter d’améliorer les
bases de Fourier pour analyser des structures
singulières localisées, ce qui a ouvert un impor-
tant programme de recherche toujours très
vivant. Autrement dit, une multitude de com-
munautés scientifiques ont développé, avec
les moyens du bord, des modifications des
bases de Fourier. Dans les années 1980, Yves
Meyer, un mathématicien français, a décou-
vert les premières bases d’ondelettes ortho-
gonales (l’orthogonalité désigne une propriété
qui facilite beaucoup les raisonnements et les
calculs ; les bases de Fourier sont également
orthogonales). Cette découverte, suivie de
quelques rencontres inopinées autour de pho-
tocopieuses ou de tables de café, ont déclen-
ché en France un vaste mouvement scienti-
fique pluridisciplinaire, dont l’impact
international fut considérable. Les applica-
tions de la théorie et des algorithmes d’on-
delettes ont fait leur chemin non seulement
dans de nombreux domaines scientifiques et

technologiques, mais sont aussi à
l’origine de la création de plusieurs
entreprises aux États-Unis.

Les mathématiques des
ondelettes ont joué un rôle
de pivot dans nombre de
domaines

Les mathématiques ont eu ici
un rôle fondamental, à la fois de
catalyse, de nettoyage et d’appro-
fondissement. En dégageant les
concepts fondamentaux des appli-

34 L’explosion des mathématiques

Figure 2. Le graphe d’une ondelette utilisée dans la compression d’images.
Sea para almacenarlas numéricamente en las memorias de los ordenadores
o para que viajen a través de Internet, las imágenes ocupan mucho
espacio. Afortunadamente, es posible comprimirlas sin alterar su calidad.
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Cette méthode mathématique, fondée sur un
ensemble de fonctions de base différentes des
fonctions sinusoïdales utilisées dans la méthode
de Fourier, remplace avantageusement la trans-
formée de Fourier dans certaines situations.
Par ailleurs, dès les années 1930, les physiciens
s’étaient rendu compte que les bases de Fourier

n’étaient pas bien adaptées pour analyser les
états d’un atome. Cela a été à l’origine de
nombreux travaux qui ont, ultérieurement,
beaucoup apporté à la théorie des ondelettes.
C’est aussi vers les années 1930 que des mathé-
maticiens se sont mis à tenter d’améliorer les
bases de Fourier pour analyser des structures
singulières localisées, ce qui a ouvert un impor-
tant programme de recherche toujours très
vivant. Autrement dit, une multitude de com-
munautés scientifiques ont développé, avec
les moyens du bord, des modifications des
bases de Fourier. Dans les années 1980, Yves
Meyer, un mathématicien français, a décou-
vert les premières bases d’ondelettes ortho-
gonales (l’orthogonalité désigne une propriété
qui facilite beaucoup les raisonnements et les
calculs ; les bases de Fourier sont également
orthogonales). Cette découverte, suivie de
quelques rencontres inopinées autour de pho-
tocopieuses ou de tables de café, ont déclen-
ché en France un vaste mouvement scienti-
fique pluridisciplinaire, dont l’impact
international fut considérable. Les applica-
tions de la théorie et des algorithmes d’on-
delettes ont fait leur chemin non seulement
dans de nombreux domaines scientifiques et

technologiques, mais sont aussi à
l’origine de la création de plusieurs
entreprises aux États-Unis.

Les mathématiques des
ondelettes ont joué un rôle
de pivot dans nombre de
domaines

Les mathématiques ont eu ici
un rôle fondamental, à la fois de
catalyse, de nettoyage et d’appro-
fondissement. En dégageant les
concepts fondamentaux des appli-

34 L’explosion des mathématiques

Figure 2. Le graphe d’une ondelette utilisée dans la compression d’images.
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Ondas para comprimir una imagen

Stéphane Mallat

Qu’elles soient stockées numériquement dans des mémoires
informatiques ou qu’elles voyagent à travers Internet,

les images occupent beaucoup de place. Heureusement, il est possible
de les « condenser » sans altérer leur qualité !

une image numérisée se comprime, tout
comme un jus d’orange que l’on réduit à
quelques grammes de poudre concentrée. Il
ne s’agit pas d’un tour de passe-passe, mais
de techniques mathématiques et informa-
tiques permettant de réduire la place occupée
par une image dans un ordinateur ou dans un
câble de communication. Elles sont aujour-
d’hui indispensables pour stocker de l’infor-
mation ou la transmettre par Internet, télé-
phone, satellite ou autre.

La compression d’une image revient à
représenter celle-ci à l’aide d’un nombre réduit
de paramètres, en éliminant les redondances.
Un exemple caricatural aidera à comprendre
l’idée de principe : dans le cas d’une image
uniformément blanche, il est inutile de préci-
ser explicitement pour chacun de ses points le
niveau de gris correspondant; cela serait beau-
coup plus long que d’énoncer: « tous les points
de l’image sont blancs ». Le problème de la
représentation est un sujet central en mathé-

Des ondelettes
pour comprimer une image

Figure 1. Ces trois images illustrent la puissance des méthodes de compression actuelles. L’image originale (A) est constituée de 512 x 512 points,
chacun d’eux ayant un certain niveau de gris, pris dans une palette de 256 niveaux. L’image (B) est le résultat d’une compression par un facteur
8, réalisée en réduisant les niveaux de gris à 2 valeurs possibles seulement (noir ou blanc). L’image (C) a été obtenue de (A) par une compression
d’un facteur 32 en utilisant une base d’ondelettes. La différence de qualité avec l’image initiale est à peine perceptible. (Illustration auteur)
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maticiens se sont mis à tenter d’améliorer les
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singulières localisées, ce qui a ouvert un impor-
tant programme de recherche toujours très
vivant. Autrement dit, une multitude de com-
munautés scientifiques ont développé, avec
les moyens du bord, des modifications des
bases de Fourier. Dans les années 1980, Yves
Meyer, un mathématicien français, a décou-
vert les premières bases d’ondelettes ortho-
gonales (l’orthogonalité désigne une propriété
qui facilite beaucoup les raisonnements et les
calculs ; les bases de Fourier sont également
orthogonales). Cette découverte, suivie de
quelques rencontres inopinées autour de pho-
tocopieuses ou de tables de café, ont déclen-
ché en France un vaste mouvement scienti-
fique pluridisciplinaire, dont l’impact
international fut considérable. Les applica-
tions de la théorie et des algorithmes d’on-
delettes ont fait leur chemin non seulement
dans de nombreux domaines scientifiques et

technologiques, mais sont aussi à
l’origine de la création de plusieurs
entreprises aux États-Unis.
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ondelettes ont joué un rôle
de pivot dans nombre de
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Algunas aplicaciones

Eliminar las ondas que hacen ruido

nous entoure, mais aussi à maîtriser quantité
de techniques, et a fortiori à créer de nou-
velles inventions pointues. Le comportement
des ondes lumineuses touche tout le domaine
des instruments optiques, qu’il s’agisse d’ob-
jectifs photographiques, de microscopes,
d’appareils de télémétrie, etc. On peut pen-
ser aux ondes radar et à leurs applications
militaires, à la conception d’engins militaires
furtifs, c’est-à-dire qui échappent autant que
faire se peut à la détection par les radars.
Quant aux ondes acoustiques, on peut évo-
quer la conception de salles de concert ayant
une acoustique optimale, de matériaux ou
de structures absorbant le bruit, de disposi-
tifs anti-bruit actifs (c’est-à-dire qui émettent
des ondes sonores opposées à celles du bruit,
pour neutraliser celui-ci), d’appareils d’écho-
graphie ou de destruction de calculs rénaux,
d’appareils de contrôle non destructif (détec-
tion de défauts dans des pièces d’avions par
exemple), etc.

Des équations connues, mais
difficiles à résoudre avec précision

Les équations qui régissent les différents
types d’ondes sont bien connues depuis long-
temps. Ainsi, celles relatives aux ondes élec-
tromagnétiques ont été établies par le physi-
cien écossais James Clerk Maxwell il y a plus
d’un siècle, vers 1870. Mais il ne suffit pas de
connaître les équations auxquelles obéit une
onde radar, par exemple, pour savoir com-
ment cette onde va se propager, interagir avec
l’obstacle — constitué par un avion ou un
autre objet que l’on cherche à détecter et à
localiser — et se réfléchir partiellement vers
l’antenne radar qui l’a émise. Il faut en effet
pouvoir résoudre ces équations, dont l’in-
connue est le champ ondulatoire, c’est-à-dire
les amplitudes de l’onde en chaque point de
l’espace et à tout instant. Ce n’est pas du tout
facile. Il s’agit d’équations aux dérivées par-
tielles (où interviennent l’amplitude inconnue
de l’onde et ses dérivées par rapport aux coor-

données spatiales et au temps), que
l’on doit compléter par des « condi-
tions aux limites ». Celles-ci spécifient
mathématiquement des données
essentielles comme le champ ondula-
toire à l’instant initial, la forme de l’obs-
tacle et la façon dont l’onde se com-
porte à sa surface (réflexion,
absorption, etc.), la manière dont l’am-
plitude de l’onde décroît à très grande
distance de la source et de l’obstacle.

La résolution de ce type de pro-
blèmes, où l’onde est diffractée (déviée,
modifiée) par des objets, est complexe;
elle nécessite des outils mathématiques,
certains simples et connus depuis long-
temps, d’autres beaucoup plus élabo-
rés et encore en développement. Plus

Empêcher les ondes de faire du bruit 37

Le Petit duc est un drone (petit avion télécommandé) que développe Dassault
Aviation. C’est un appareil furtif : sa forme et ses matériaux sont choisis de manière
à ce qu’il soit difficile à détecter par les ondes radar. Ce choix s’effectue sur la base
de calculs compliqués portant sur la propagation d’ondes ; dans certains cas, la
précision de tels calculs laisse à désirer et fait l’objet de recherches soutenues (Cliché
Dassault Aviation).

résultats aberrants, faute d’une analyse mathé-
matique suffisante. La compréhension des
problèmes rencontrés et leur résolution ont
permis, à partir de la fin des années 1980, de
calculer avec de plus en plus de précision la
diffraction d’une onde par des objets de plus
en plus grands par rapport à la longueur
d’onde. Les recherches se prolongent aujour-
d’hui dans divers domaines : choix de la for-
mulation intégrale la mieux adaptée au pro-
blème, techniques numériques pour résoudre
l’équation. En particulier, les méthodes dites
multipolaires ont permis d’augmenter nota-
blement la taille des problèmes traitables. Ces
travaux ont contribué à la réalisation d’outils
logiciels fiables, capables de calculer avec pré-
cision le champ ondulatoire diffracté par des
objets de taille atteignant plusieurs dizaines
de fois la longueur d’onde. C’est, notamment,
le cas d’un avion dans le champ d’un radar de
longueur d’onde métrique.

Une méthode concurrente de la formula-
tion en équations intégrales consiste à résoudre
directement l’équation aux dérivées partielles,
et à s’affranchir de la condition de rayonne-
ment en limitant artificielle-
ment le milieu de propagation
par une « condition aux limites
absorbantes » : on impose
(mathématiquement) la pré-
sence d’une frontière imagi-
naire qui absorbe complète-
ment toutes les ondes qu’elle
recueille. Ces conditions aux
limites absorbantes ont long-
temps été responsables de
l’apparition, dans les solutions
numériques, de phénomènes
de réflexions parasites ; ils
étaient particulièrement
gênants dans le cas d’objets

faiblement diffractants. Mais les techniques
numériques faisant appel aux conditions aux
limites absorbantes ont elles aussi considéra-
blement progressé ; elles offrent à présent un
niveau de réflexion parasite très faible, grâce
à des travaux théoriques réalisés essentielle-
ment au début des années 1990.

L’optique géométrique et ses
généralisations, au service des
courtes longueurs d’onde

Lorsque la taille des obstacles qui diffrac-
tent les ondes est très grande par rapport à
la longueur d’onde (une gouttelette d’eau
éclairée par de la lumière visible, un avion
balayé par un radar de longueur d’onde déci-
métrique, etc.), il existe une voie un peu plus
facile que la résolution directe des équations
des ondes : la bonne vieille optique géomé-
trique. Celle-ci assimile les ondes lumineuses
à des rayons qui se propagent en ligne droite
dans un milieu donné, et qui sont soumis aux
lois simples de la réflexion et de la réfraction
découvertes plusieurs siècles avant les équa-

Empêcher les ondes de faire du bruit 39

Des ondes se propageant à la surface de l’eau : même ce phénomène quotidien et banal peut
être extrêmement difficile à décrire correctement et avec précision. (Photo : Getty Images)

¿Cómo escapar a la detección de un radar? ¿Cuál es la forma óptima de
un muro antiruido? ¿Cómo se pueden mejorar las imágenes ecográficas?
Para recibir una respuesta satisfactoria, estas cuestiones exigen ciertos
análisis teóricos imprescindibles.
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Eliminar las ondas que hacen ruido

nous entoure, mais aussi à maîtriser quantité
de techniques, et a fortiori à créer de nou-
velles inventions pointues. Le comportement
des ondes lumineuses touche tout le domaine
des instruments optiques, qu’il s’agisse d’ob-
jectifs photographiques, de microscopes,
d’appareils de télémétrie, etc. On peut pen-
ser aux ondes radar et à leurs applications
militaires, à la conception d’engins militaires
furtifs, c’est-à-dire qui échappent autant que
faire se peut à la détection par les radars.
Quant aux ondes acoustiques, on peut évo-
quer la conception de salles de concert ayant
une acoustique optimale, de matériaux ou
de structures absorbant le bruit, de disposi-
tifs anti-bruit actifs (c’est-à-dire qui émettent
des ondes sonores opposées à celles du bruit,
pour neutraliser celui-ci), d’appareils d’écho-
graphie ou de destruction de calculs rénaux,
d’appareils de contrôle non destructif (détec-
tion de défauts dans des pièces d’avions par
exemple), etc.

Des équations connues, mais
difficiles à résoudre avec précision

Les équations qui régissent les différents
types d’ondes sont bien connues depuis long-
temps. Ainsi, celles relatives aux ondes élec-
tromagnétiques ont été établies par le physi-
cien écossais James Clerk Maxwell il y a plus
d’un siècle, vers 1870. Mais il ne suffit pas de
connaître les équations auxquelles obéit une
onde radar, par exemple, pour savoir com-
ment cette onde va se propager, interagir avec
l’obstacle — constitué par un avion ou un
autre objet que l’on cherche à détecter et à
localiser — et se réfléchir partiellement vers
l’antenne radar qui l’a émise. Il faut en effet
pouvoir résoudre ces équations, dont l’in-
connue est le champ ondulatoire, c’est-à-dire
les amplitudes de l’onde en chaque point de
l’espace et à tout instant. Ce n’est pas du tout
facile. Il s’agit d’équations aux dérivées par-
tielles (où interviennent l’amplitude inconnue
de l’onde et ses dérivées par rapport aux coor-

données spatiales et au temps), que
l’on doit compléter par des « condi-
tions aux limites ». Celles-ci spécifient
mathématiquement des données
essentielles comme le champ ondula-
toire à l’instant initial, la forme de l’obs-
tacle et la façon dont l’onde se com-
porte à sa surface (réflexion,
absorption, etc.), la manière dont l’am-
plitude de l’onde décroît à très grande
distance de la source et de l’obstacle.

La résolution de ce type de pro-
blèmes, où l’onde est diffractée (déviée,
modifiée) par des objets, est complexe;
elle nécessite des outils mathématiques,
certains simples et connus depuis long-
temps, d’autres beaucoup plus élabo-
rés et encore en développement. Plus
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Le Petit duc est un drone (petit avion télécommandé) que développe Dassault
Aviation. C’est un appareil furtif : sa forme et ses matériaux sont choisis de manière
à ce qu’il soit difficile à détecter par les ondes radar. Ce choix s’effectue sur la base
de calculs compliqués portant sur la propagation d’ondes ; dans certains cas, la
précision de tels calculs laisse à désirer et fait l’objet de recherches soutenues (Cliché
Dassault Aviation).

résultats aberrants, faute d’une analyse mathé-
matique suffisante. La compréhension des
problèmes rencontrés et leur résolution ont
permis, à partir de la fin des années 1980, de
calculer avec de plus en plus de précision la
diffraction d’une onde par des objets de plus
en plus grands par rapport à la longueur
d’onde. Les recherches se prolongent aujour-
d’hui dans divers domaines : choix de la for-
mulation intégrale la mieux adaptée au pro-
blème, techniques numériques pour résoudre
l’équation. En particulier, les méthodes dites
multipolaires ont permis d’augmenter nota-
blement la taille des problèmes traitables. Ces
travaux ont contribué à la réalisation d’outils
logiciels fiables, capables de calculer avec pré-
cision le champ ondulatoire diffracté par des
objets de taille atteignant plusieurs dizaines
de fois la longueur d’onde. C’est, notamment,
le cas d’un avion dans le champ d’un radar de
longueur d’onde métrique.

Une méthode concurrente de la formula-
tion en équations intégrales consiste à résoudre
directement l’équation aux dérivées partielles,
et à s’affranchir de la condition de rayonne-
ment en limitant artificielle-
ment le milieu de propagation
par une « condition aux limites
absorbantes » : on impose
(mathématiquement) la pré-
sence d’une frontière imagi-
naire qui absorbe complète-
ment toutes les ondes qu’elle
recueille. Ces conditions aux
limites absorbantes ont long-
temps été responsables de
l’apparition, dans les solutions
numériques, de phénomènes
de réflexions parasites ; ils
étaient particulièrement
gênants dans le cas d’objets

faiblement diffractants. Mais les techniques
numériques faisant appel aux conditions aux
limites absorbantes ont elles aussi considéra-
blement progressé ; elles offrent à présent un
niveau de réflexion parasite très faible, grâce
à des travaux théoriques réalisés essentielle-
ment au début des années 1990.

L’optique géométrique et ses
généralisations, au service des
courtes longueurs d’onde

Lorsque la taille des obstacles qui diffrac-
tent les ondes est très grande par rapport à
la longueur d’onde (une gouttelette d’eau
éclairée par de la lumière visible, un avion
balayé par un radar de longueur d’onde déci-
métrique, etc.), il existe une voie un peu plus
facile que la résolution directe des équations
des ondes : la bonne vieille optique géomé-
trique. Celle-ci assimile les ondes lumineuses
à des rayons qui se propagent en ligne droite
dans un milieu donné, et qui sont soumis aux
lois simples de la réflexion et de la réfraction
découvertes plusieurs siècles avant les équa-
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Des ondes se propageant à la surface de l’eau : même ce phénomène quotidien et banal peut
être extrêmement difficile à décrire correctement et avec précision. (Photo : Getty Images)

¿Cómo escapar a la detección de un radar? ¿Cuál es la forma óptima de
un muro antiruido? ¿Cómo se pueden mejorar las imágenes ecográficas?
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nous entoure, mais aussi à maîtriser quantité
de techniques, et a fortiori à créer de nou-
velles inventions pointues. Le comportement
des ondes lumineuses touche tout le domaine
des instruments optiques, qu’il s’agisse d’ob-
jectifs photographiques, de microscopes,
d’appareils de télémétrie, etc. On peut pen-
ser aux ondes radar et à leurs applications
militaires, à la conception d’engins militaires
furtifs, c’est-à-dire qui échappent autant que
faire se peut à la détection par les radars.
Quant aux ondes acoustiques, on peut évo-
quer la conception de salles de concert ayant
une acoustique optimale, de matériaux ou
de structures absorbant le bruit, de disposi-
tifs anti-bruit actifs (c’est-à-dire qui émettent
des ondes sonores opposées à celles du bruit,
pour neutraliser celui-ci), d’appareils d’écho-
graphie ou de destruction de calculs rénaux,
d’appareils de contrôle non destructif (détec-
tion de défauts dans des pièces d’avions par
exemple), etc.

Des équations connues, mais
difficiles à résoudre avec précision

Les équations qui régissent les différents
types d’ondes sont bien connues depuis long-
temps. Ainsi, celles relatives aux ondes élec-
tromagnétiques ont été établies par le physi-
cien écossais James Clerk Maxwell il y a plus
d’un siècle, vers 1870. Mais il ne suffit pas de
connaître les équations auxquelles obéit une
onde radar, par exemple, pour savoir com-
ment cette onde va se propager, interagir avec
l’obstacle — constitué par un avion ou un
autre objet que l’on cherche à détecter et à
localiser — et se réfléchir partiellement vers
l’antenne radar qui l’a émise. Il faut en effet
pouvoir résoudre ces équations, dont l’in-
connue est le champ ondulatoire, c’est-à-dire
les amplitudes de l’onde en chaque point de
l’espace et à tout instant. Ce n’est pas du tout
facile. Il s’agit d’équations aux dérivées par-
tielles (où interviennent l’amplitude inconnue
de l’onde et ses dérivées par rapport aux coor-

données spatiales et au temps), que
l’on doit compléter par des « condi-
tions aux limites ». Celles-ci spécifient
mathématiquement des données
essentielles comme le champ ondula-
toire à l’instant initial, la forme de l’obs-
tacle et la façon dont l’onde se com-
porte à sa surface (réflexion,
absorption, etc.), la manière dont l’am-
plitude de l’onde décroît à très grande
distance de la source et de l’obstacle.

La résolution de ce type de pro-
blèmes, où l’onde est diffractée (déviée,
modifiée) par des objets, est complexe;
elle nécessite des outils mathématiques,
certains simples et connus depuis long-
temps, d’autres beaucoup plus élabo-
rés et encore en développement. Plus
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Le Petit duc est un drone (petit avion télécommandé) que développe Dassault
Aviation. C’est un appareil furtif : sa forme et ses matériaux sont choisis de manière
à ce qu’il soit difficile à détecter par les ondes radar. Ce choix s’effectue sur la base
de calculs compliqués portant sur la propagation d’ondes ; dans certains cas, la
précision de tels calculs laisse à désirer et fait l’objet de recherches soutenues (Cliché
Dassault Aviation).

résultats aberrants, faute d’une analyse mathé-
matique suffisante. La compréhension des
problèmes rencontrés et leur résolution ont
permis, à partir de la fin des années 1980, de
calculer avec de plus en plus de précision la
diffraction d’une onde par des objets de plus
en plus grands par rapport à la longueur
d’onde. Les recherches se prolongent aujour-
d’hui dans divers domaines : choix de la for-
mulation intégrale la mieux adaptée au pro-
blème, techniques numériques pour résoudre
l’équation. En particulier, les méthodes dites
multipolaires ont permis d’augmenter nota-
blement la taille des problèmes traitables. Ces
travaux ont contribué à la réalisation d’outils
logiciels fiables, capables de calculer avec pré-
cision le champ ondulatoire diffracté par des
objets de taille atteignant plusieurs dizaines
de fois la longueur d’onde. C’est, notamment,
le cas d’un avion dans le champ d’un radar de
longueur d’onde métrique.

Une méthode concurrente de la formula-
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Empêcher les ondes de faire du bruit 39

Des ondes se propageant à la surface de l’eau : même ce phénomène quotidien et banal peut
être extrêmement difficile à décrire correctement et avec précision. (Photo : Getty Images)

¿Cómo escapar a la detección de un radar? ¿Cuál es la forma óptima de
un muro antiruido? ¿Cómo se pueden mejorar las imágenes ecográficas?
Para recibir una respuesta satisfactoria, estas cuestiones exigen ciertos
análisis teóricos imprescindibles.
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Algunas aplicaciones

El dolor de cabeza de las compañ́ıas aéreas

Jean-Christophe Culioli

Les problèmes d’organisation et de planification posés
à une compagnie aérienne sont analogues à ceux rencontrés dans

d’autres secteurs d’activité. La recherche opérationnelle, domaine qui
concerne des dizaines de milliers de mathématiciens et d’ingénieurs

dans le monde, s’évertue à les résoudre au mieux.

le transport aérien est une activité complexe.
Celle-ci met en jeu des investissements lourds
(les avions et les infrastructures de mainte-
nance), du personnel hautement qualifié
(comme le personnel navigant) et une infor-
matique à temps réel coûteuse (les systèmes
de réservation et de gestion). C’est aussi un
secteur où la concurrence est exa-
cerbée, où les prix affichés ne reflè-
tent pas toujours les coûts de pro-
duction instantanés. Pour qu’elle soit
à la fois compétitive et sûre, une
compagnie aérienne doit donc être
gérée au plus juste.

Pour ce faire, elle doit faire
appel à des techniques d’optimisa-
tion spécifiques à chacune des
étapes de la production. On
regroupe ces techniques mathéma-
tiques sous le nom de recherche opé-
rationnelle. Ce domaine est né sous
l’impulsion des besoins militaires
anglo-saxons durant la Deuxième 

guerre mondiale, avec les débuts des ordina-
teurs et des méthodes dites de programma-
tion linéaire (voir l’encadré). La recherche opé-
rationnelle s’est, depuis, beaucoup développée
et a largement pénétré le monde des entre-
prises et de l’industrie. Étant donnés les enjeux,
ses méthodes sont parfois confidentielles.

Les casse-tête des
compagnies aériennes

Pour utiliser au mieux sa flotte, une compagnie aérienne doit établir soigneusement ses
programmes de maintenance et ses programmes de vols, planifier le travail des personnels
au sol et les rotations d’équipages, etc. Ce sont des problèmes difficiles de recherche opé-
rationnelle, qui font intervenir des équations à plusieurs milliers d’inconnues. (Cliché
Air France)

recherche en analyse des décisions) de l’uni-
versité de Montréal, ou des sociétés françaises
comme Eurodecision, Ilog, ou Cosytech.

Optimiser le programme de vols,
attribuer un appareil à chaque vol,
minimiser les temps d’immobilisation

Pour utiliser au mieux la flotte d’appareils,
première richesse d’une compagnie aérienne,
il faut commencer par établir un programme
de maintenance optimal, en positionnant dans
le temps les petites et grandes visites tech-
niques que doit subir chaque avion. Un avion
au sol ne rapportant aucune recette, on doit
minimiser le temps d’immobilisation de chaque
appareil en tenant compte des horaires et des
qualifications des agents, de la disponibilité
des hangars, etc. Les équations qui traduisent
le problème ne sont pas linéaires. Elles pré-
sentent donc quelques difficultés, mais on dis-
pose depuis peu de méthodes suffisamment
efficaces pour les traiter.

Une fois le programme de maintenance
établi (sur un horizon de 6 mois à 10 ans) il
s’agit d’établir un programme de vol optimisé.

Après avoir construit un réseau — une liste de
parcours à réaliser avec des horaires associés,
en fonction de prévisions de parts de marchés
et de fenêtres attribuées à chaque compagnie
par l’IATA (International Airline Transportation
Association) — on détermine quel type d’avion
(Airbus 340, par exemple) sera le plus adapté,
techniquement et économiquement, pour
effectuer chacun de ces vols. Les données qui
entrent dans les programmes d’optimisation
sont les caractéristiques des avions (capacité,
performances), les flux prévisionnels de pas-
sagers, etc. L’élaboration du programme de
vols nécessite des techniques d’optimisation
faisant appel aux statistiques et aux probabi-
lités, ainsi qu’à des algorithmes de program-
mation linéaire dite en nombre entiers (où les
inconnues représentent des nombres entiers).

Il s’agit ensuite d’enchaîner les vols et les
opérations de maintenance de chacun des
avions de manière à satisfaire l’ensemble des
contraintes opérationnelles (successions auto-
risées ou non, règles de maintenance, etc.),
tout en minimisant les conséquences éven-
tuelles de pannes techniques, de retards impré-
vus, etc. Ce problème d’optimisation, connu
sous le nom de construction de rotations
d’avions, est modélisé comme un programme
linéaire en nombres entiers de très grande
taille. Il nécessite, pour être résolu exactement,
l’application d’une technique de décomposi-
tion (la génération de colonnes, relaxation
lagrangienne).

Enfin, pour chaque rotation d’avion, il faut
déterminer quel avion exactement lui sera
affecté en fonction des contraintes de main-
tenance de chaque appareil (nombre d’heures
de vol, nombre de cycles d’atterrissages/décol-
lages avant visite, etc.). Cette matriculation
est généralement réalisée par une recherche

68 L’explosion des mathématiques

Les compagnies aériennes cherchent à réduire le plus possible les temps
d’immobilisation au sol de leurs appareils, en tenant compte de
contraintes multiples : au sol, un avion ne rapporte aucune recette.
(Cliché Air France)

Los problemas de organización y de planificación a los que se enfrentan las
compañ́ıas aéreas son análogos a otros muchos sectores. La investigación
de operaciones es una disciplina que trata, entre muchas otras tareas, la
optimización de los programas de vuelo, la asignación de aparatos a cada
vuelo, la minimización del tiempo de inmovilización de los aparatos, etc.
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Algunas aplicaciones

Internet: modelizar el tráfico para conducirlo mejor

François Baccelli

Les spécialistes des réseaux de communication s’efforcent
de bien comprendre les propriétés statistiques du trafic

de données qu’ils doivent acheminer. La gestion de ces réseaux
et leur développement en dépendent.

l es réseaux de
communicat ion
( t é l é p h o n e ,
Internet, réseaux
locaux, etc.) ont
connu, au cours des
dernières décen-
nies, une expansion
p h é n o m é n a l e .
Pour leurs opéra-
teurs, une question
centrale est de
savoir contrôler les
flux d’information
de façon optimale,
afin d’éviter tout engorgement et d’offrir aux
utilisateurs un service de bonne qualité, fiable
et rapide. Or pour concevoir des procédures
efficaces de contrôle de la circulation des infor-
mations, pour dimensionner correctement les
logiciels et les équipements matériels néces-
saires, une connaissance approfondie des pro-
priétés du trafic des communications dans de
tels réseaux s’impose.

L’analyse mathématique du trafic dans les
réseaux de communication est une discipline
déjà ancienne. Elle remonte à 1917, avec les tra-
vaux engagés par l’ingénieur danois Agner
K. Erlang. Sa démarche, poursuivie par beau-
coup d’autres chercheurs, a fourni les principaux
outils mathématiques de dimensionnement uti-
lisés par les opérateurs et les constructeurs de
réseaux, jusqu’aux années 1990 environ.

Internet : modéliser le trafic
pour mieux le gérer

Le réseau Internet n’est pas centralisé comme l’étaient autrefois les réseaux de communication. De tels chan-
gements structurels ont des répercussions profondes sur les propriétés mathématiques du trafic de données.
(Photo : Getty Images)

duits relativement loin dans le passé), ce qui
exclut toute modélisation usuelle fondée sur
les processus markoviens classiques. Souvent,
ces processus présentent également des pro-
priétés statistiques connues sous le nom de
multi-fractalité, qui traduisent une très grande
irrégularité. Or toutes ces propriétés statis-
tiques ont des conséquences importantes, par
exemple pour le dimensionnement des
mémoires des routeurs; ne pas en tenir compte
pourrait conduire à sous-estimer les pertes de
paquets d’informations par le réseau et entraî-
ner des dysfonctionnements.

Depuis les premiers articles mettant en
évidence les nouvelles propriétés statistiques
du trafic de données, de très nombreux tra-
vaux ont été publiés en vue de les expliquer.

Aujourd’hui, on comprend assez bien l’origine
du phénomène de mémoire longue constaté
dans la statistique du trafic. On a pu établir
qu’il découle directement de la répartition
statistique des tailles de fichiers contenus dans
les serveurs Web et FTP (protocole de trans-
fert de fichiers) ainsi que des tailles des fichiers
demandés par les utilisateurs lors des requêtes
HTTP (protocole de transfert hypertexte, uti-
lisé lorsqu’on surfe sur le Web) et FTP. Leurs
courbes statistiques, c’est-à-dire les courbes
représentant le nombre de fichiers échangés
ou consultés en fonction de la taille, décrois-
sent, pour les grandes valeurs, moins rapide-
ment qu’une exponentielle, de part et d’autre
de leur maximum: on dit que leur loi de pro-
babilité est sous-exponentielle. Ce que l’on a
montré, c’est que les lois statistiques sous-
exponentielles auxquelles obéit le comporte-
ment individuel des internautes, superposées
en grand nombre étant donnée la multitude
de ces internautes, ont pour conséquence
directe le phénomène de mémoire longue
caractérisant le trafic global.

Analyser le protocole TCP et
ses effets afin d’améliorer la gestion
du réseau Internet

Tout n’est pas éclairci pour autant. Les tra-
vaux actuels se concentrent sur l’explication
des propriétés statistiques du trafic aux petites
échelles de temps, la multi-fractalité en par-
ticulier. L’hypothèse la plus répandue est que
cette propriété résulte des protocoles de
contrôle utilisés, et notamment de TCP. Mais
en quoi consiste le protocole TCP, qui contrôle
actuellement près de 90 % du trafic sur
Internet? Il s’agit d’un contrôle de flux adap-
tatif, où le débit d’information émise par une
source est commandé par un algorithme qui

Internet : modéliser le trafic pour mieux le gérer 77

Des internautes dans un cybercafé. Une bonne connaissance des
propriétés statistiques des flux de données sur le réseau Internet est
indispensable pour assurer le bon fonctionnement de la Toile.
(Cliché Frank Moehle)Los especialistas en redes de comunicación se esfuerzan por comprender

las propiedades estad́ısticas del tráfico de datos que deben circular. La
gestión de estas redes y su desarrollo dependen de ello.
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Internet: modelizar el tráfico para conducirlo mejor

François Baccelli

Les spécialistes des réseaux de communication s’efforcent
de bien comprendre les propriétés statistiques du trafic

de données qu’ils doivent acheminer. La gestion de ces réseaux
et leur développement en dépendent.

l es réseaux de
communicat ion
( t é l é p h o n e ,
Internet, réseaux
locaux, etc.) ont
connu, au cours des
dernières décen-
nies, une expansion
p h é n o m é n a l e .
Pour leurs opéra-
teurs, une question
centrale est de
savoir contrôler les
flux d’information
de façon optimale,
afin d’éviter tout engorgement et d’offrir aux
utilisateurs un service de bonne qualité, fiable
et rapide. Or pour concevoir des procédures
efficaces de contrôle de la circulation des infor-
mations, pour dimensionner correctement les
logiciels et les équipements matériels néces-
saires, une connaissance approfondie des pro-
priétés du trafic des communications dans de
tels réseaux s’impose.

L’analyse mathématique du trafic dans les
réseaux de communication est une discipline
déjà ancienne. Elle remonte à 1917, avec les tra-
vaux engagés par l’ingénieur danois Agner
K. Erlang. Sa démarche, poursuivie par beau-
coup d’autres chercheurs, a fourni les principaux
outils mathématiques de dimensionnement uti-
lisés par les opérateurs et les constructeurs de
réseaux, jusqu’aux années 1990 environ.

Internet : modéliser le trafic
pour mieux le gérer

Le réseau Internet n’est pas centralisé comme l’étaient autrefois les réseaux de communication. De tels chan-
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duits relativement loin dans le passé), ce qui
exclut toute modélisation usuelle fondée sur
les processus markoviens classiques. Souvent,
ces processus présentent également des pro-
priétés statistiques connues sous le nom de
multi-fractalité, qui traduisent une très grande
irrégularité. Or toutes ces propriétés statis-
tiques ont des conséquences importantes, par
exemple pour le dimensionnement des
mémoires des routeurs; ne pas en tenir compte
pourrait conduire à sous-estimer les pertes de
paquets d’informations par le réseau et entraî-
ner des dysfonctionnements.

Depuis les premiers articles mettant en
évidence les nouvelles propriétés statistiques
du trafic de données, de très nombreux tra-
vaux ont été publiés en vue de les expliquer.

Aujourd’hui, on comprend assez bien l’origine
du phénomène de mémoire longue constaté
dans la statistique du trafic. On a pu établir
qu’il découle directement de la répartition
statistique des tailles de fichiers contenus dans
les serveurs Web et FTP (protocole de trans-
fert de fichiers) ainsi que des tailles des fichiers
demandés par les utilisateurs lors des requêtes
HTTP (protocole de transfert hypertexte, uti-
lisé lorsqu’on surfe sur le Web) et FTP. Leurs
courbes statistiques, c’est-à-dire les courbes
représentant le nombre de fichiers échangés
ou consultés en fonction de la taille, décrois-
sent, pour les grandes valeurs, moins rapide-
ment qu’une exponentielle, de part et d’autre
de leur maximum: on dit que leur loi de pro-
babilité est sous-exponentielle. Ce que l’on a
montré, c’est que les lois statistiques sous-
exponentielles auxquelles obéit le comporte-
ment individuel des internautes, superposées
en grand nombre étant donnée la multitude
de ces internautes, ont pour conséquence
directe le phénomène de mémoire longue
caractérisant le trafic global.

Analyser le protocole TCP et
ses effets afin d’améliorer la gestion
du réseau Internet

Tout n’est pas éclairci pour autant. Les tra-
vaux actuels se concentrent sur l’explication
des propriétés statistiques du trafic aux petites
échelles de temps, la multi-fractalité en par-
ticulier. L’hypothèse la plus répandue est que
cette propriété résulte des protocoles de
contrôle utilisés, et notamment de TCP. Mais
en quoi consiste le protocole TCP, qui contrôle
actuellement près de 90 % du trafic sur
Internet? Il s’agit d’un contrôle de flux adap-
tatif, où le débit d’information émise par une
source est commandé par un algorithme qui

Internet : modéliser le trafic pour mieux le gérer 77

Des internautes dans un cybercafé. Une bonne connaissance des
propriétés statistiques des flux de données sur le réseau Internet est
indispensable pour assurer le bon fonctionnement de la Toile.
(Cliché Frank Moehle)

Los especialistas en redes de comunicación se esfuerzan por comprender
las propiedades estad́ısticas del tráfico de datos que deben circular. La
gestión de estas redes y su desarrollo dependen de ello.
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Algunas aplicaciones

Una pregunta que podŕıamos hacernos

¿Para qué NO sirven las
Matemáticas? ¿En qué campo NO

se puede optimizar?
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Clasificación de la teoŕıa de la optimización

Cuatro partes básicas

Programación lineal: método simplex, punto interior, dualidad,
programación entera, . . .

Programación no lineal: multiplicadores, condiciones de
Karush-Kuhn-Tucker, dualidad, . . .

Cálculo variacional: ecuación de Euler-Lagrange, condiciones de
transversalidad, problema de la braquistócrona, problema de Newton,
. . .

Control óptimo: coestados, principio de Pontryaguin, bang-bang
controls, switching, . . .
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Control óptimo: coestados, principio de Pontryaguin, bang-bang
controls, switching, . . .

Pablo Pedregal, UCLM (UCLM) Optimización matemática
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Clasificación de la teoŕıa de la optimización

Diseño óptimo: un primer ejemplo
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Clasificación de la teoŕıa de la optimización

Ejemplo 2

Pablo Pedregal, UCLM (UCLM) Optimización matemática
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Clasificación de la teoŕıa de la optimización

Ejemplo 3
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Clasificación de la teoŕıa de la optimización

Ejemplo 4
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Clasificación de la teoŕıa de la optimización

Ejemplo 5
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Clasificación de la teoŕıa de la optimización

Ejemplo 6. Inversor de fuerza
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Clasificación de la teoŕıa de la optimización

Example 7. Mecanismo de agarre
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Example 7. Mecanismo de agarre

Pablo Pedregal, UCLM (UCLM) Optimización matemática
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Un ejemplo sobre el control de submarinos
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1 Introducción: un poco de historia

2 Modelización

3 Problema de control óptimo: análisis

4 Problema de control óptimo: simulación

5 Algunas simulaciones numéricas
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Introducción: un poco de historia

NAVANTIA

Empresa pública española de construcción naval
1730: creación de los arsenales militares de Ferrol, Cartagena y San
Fernando (Cádiz), al servicio de la Armada Española
1947: el Estado se hace cargo de los arsenales y se crea Bazán
2000: se crea Izar, como unión de los astilleros militares (Bazán) y civiles
(AESA)
2005: nace Navantia, fruto de la segregación de Izar en dos compañ́ıas
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Introducción: un poco de historia

Algunos datos actuales

Empleo directo a 5000 trabajadores
Recientemente, construcción de cuatro submarinos Scorpene: dos para
Chile y dos para Malasia
En colaboración con la empresa DCNS, el KD Tun Razak: encargado en
2003, a flote en el 2008, entregado en el 2009

Exportado a India y Brasil
S-80: propulsión h́ıbrida, capacidad anaeróbica (varias semanas en
inmersión), submarino más avanzado del mundo
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Introducción: un poco de historia

¿Qué necesita la empresa?

Etapa preliminar: decisiones para optimizar peso, consumo,
funcionamiento de timones y hélices, etc
Importante: rapidez y cambios silenciosos de rumbo y profundidad
Imposibilidad de hacer un cambio de rumbo en un plano horizontal: hay
que cuantificar y optimizar la variación de profundidad en cambios de
rumbo
Medios para estas maniobras: una hélice y tres pares de timones
Fase de diseño: tipo de timones y hélice para optimizar la maniobrabilidad
Herramienta sólida de simulación numérica capaz de dar una primera
respuesta a estas necesidades de diseño y control óptimos
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Herramienta sólida de simulación numérica capaz de dar una primera
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respuesta a estas necesidades de diseño y control óptimos
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respuesta a estas necesidades de diseño y control óptimos
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respuesta a estas necesidades de diseño y control óptimos
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Dimensiones

Pablo Pedregal (UCLM) Un ejemplo sobre el control de submarinos
MATEMATICAS EN ACCION, Santander, Mayo 2012 6

/ 17



Modelización

Dimensiones

Pablo Pedregal (UCLM) Un ejemplo sobre el control de submarinos
MATEMATICAS EN ACCION, Santander, Mayo 2012 6

/ 17



Modelización

Variables

Dos sistemas de referencia:

Estado del submarino: x (t)

(x (t) , y (t) , z (t) , φ (t) , θ (t) , ψ (t) , u (t) , v (t) ,w (t) , p (t) , q (t) , r (t)) ,

η = (x , y , z ;φ, θ, ψ): posición y orientación
ν = (u, v ,w ; p, q, r): velocidades lineales y angulares
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Modelización

Ecuaciones del movimiento

SNAME (Society of Naval Architects and Marine Engineers):{
η′ (t) = J (η (t)) ν (t)
Mν ′ (t) + C (ν (t)) ν (t) + D (ν (t)) ν (t) + g (η (t)) = τ (u (t)) .

J: matriz de transformación para las ecuaciones cinemáticas de
movimiento
M = MRB + MA: matriz de inercia del sólido ŕıgido MRB , y matriz de
masa añadida MA

C (ν) =CRB(ν) + CA(ν): CRB , la matriz centŕıpeta y de Coriolis del
sólido ŕıgido; CA, la matriz de fuerzas centŕıpetas y de Coriolis debida
a los efectos de masa añadida
D(ν): damping hidrodinámico debido al desprendimiento de vórtices
y fricción superficial
g (η): vector de fuerzas y momentos de restauración (gravitacionales
y de flotabilidad)
τ (u): el vector de fuerzas y momentos de control
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sólido ŕıgido; CA, la matriz de fuerzas centŕıpetas y de Coriolis debida
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y fricción superficial
g (η): vector de fuerzas y momentos de restauración (gravitacionales
y de flotabilidad)

τ (u): el vector de fuerzas y momentos de control

Pablo Pedregal (UCLM) Un ejemplo sobre el control de submarinos
MATEMATICAS EN ACCION, Santander, Mayo 2012 8

/ 17



Modelización

Ecuaciones del movimiento

SNAME (Society of Naval Architects and Marine Engineers):{
η′ (t) = J (η (t)) ν (t)
Mν ′ (t) + C (ν (t)) ν (t) + D (ν (t)) ν (t) + g (η (t)) = τ (u (t)) .

J: matriz de transformación para las ecuaciones cinemáticas de
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Modelización

Expresión expĺıcita de algunos componentes del sistema

J(η) =

 J1 (η2) 03×3

03×3 J2 (η2)

 ,
cosψ cos θ − sinψ cos θ + cosψ sin θ sinφ sinψ sinφ+ cosψ cosφ sin θ
sinψ cos θ cosψ cosφ+ sinφ sin θ sinψ − cosψ sinφ+ sin θ sinψ cosφ
− sin θ cos θ sinφ cos θ cosφ

1 sinφ tan θ cosφ tan θ
0 cosφ − sinφ
0 sinφ/ cos θ cosφ/ cos θ

Pablo Pedregal (UCLM) Un ejemplo sobre el control de submarinos
MATEMATICAS EN ACCION, Santander, Mayo 2012 9

/ 17



Modelización

Expresión expĺıcita de algunos componentes del sistema

CRB(ν) =
0 −mr mq m(yG q + zG r) −mxG q −mxG r

mr 0 −mp −myG p m(zG r + xG p) −myG r
−mq mp 0 −mzG p −mzG q m(xG p + yG q)

−m(yG q + zG r) myG p mzG p 0 −(Ixzp + Iyzq) + Iz r Ixy p + Iyz r − Iy q
mxG q −m(zG r + xG p) mzG q Ixzp + Iyzq − Iz r 0 −(Ixy q + Izx r)− Ixp
mxG r −myG r −m(xG p + yG q) −(Ixy p + Iyz r)− Iy q Ixy q + Izx r − Ixp 0

,

D(ν) =

X ′
uuu X ′

vv v X ′
ww w + X ′

w |w ||w | 0 X ′
q|q||q| 0

Y ′
v v Y ′

v |v |
√

v 2 + w 2 0 0 0 Y ′
r |r ||r |

Z ′
|w ||w |+ Z ′

w w Z ′
vr r + Z ′

vv v 0 0 Z ′
q|q||q| Z ′

rr r

K ′
pu K ′

v |v ||v | 0 K ′
p|p||p| 0 K ′

r |r ||r |
M ′
|w ||w | M ′

vv v M ′
w |w |
√

v 2 + w 2 0 M ′
q|q||q| 0

0 N ′
v |v |
√

v 2 + w 2 0 0 0 N ′
r |r ||r |

,
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Modelización

¿Cómo controlamos el submarino?

u (t) = (δb (t) , δs (t) , δr (t) , n (t)) ,

δb: ángulo de vela:
[
−5π

36 ,
5π
36

]
δs : ángulo de popa:

[
−5π

36 ,
5π
36

]
δr : ángulo de timón para cambio de rumbo:

[
−7π

36 ,
7π
36

]
n: revoluciones de la hélice: [0, 10]

−π
4
≤ φ ≤ π

4
, −π

4
≤ θ ≤ π

4
, 0 ≤ ψ ≤ 2π.
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Problema de control óptimo: análisis

Formulación del problema

Acción de la variable de control u:

Φ : K → R8

u 7→ Φ (u) =
(
u,u2

)
≡
(
δb, δs , δr , n, δ

2
b, δ

2
s , δ

2
r , n

2
)
.

Ley de estado:

x′ (t) = Q (x (t)) Φ (u (t)) + Q0 (x (t))

Q : R12 →M12×8 y Q0 : R12 → R12.

PROBLEMA: Dado un tiempo final tf y un estado final
xtf =

(
x tf

1 , · · · , x
tf
12

)
∈ Ω, encontrar un control u (t) ∈ K tal que en el

tiempo tf la variable de estado x (tf ) alcance (o al menos esté cerca de) el
estado final deseado xtf , con un ḿınimo gasto del control (ḿınimo uso de
timones y hélices)
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estado final deseado xtf , con un ḿınimo gasto del control (ḿınimo uso de
timones y hélices)
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Problema de control óptimo: análisis

Formulación matemática precisa, y algunas ideas sobre el
análisis


Minimizar en u : I (u) =

∑12
j=1 αj

(
xj (tf )− x tf

j

)2
+
∑4

j=1

∫ tf
0 βju

2
j (t) dt

sujeto a
x′ (t) = Q (x (t)) Φ (u (t)) + Q0 (x (t)) , 0 < t < tf
x (0) = x0 ∈ Ω
x (t) ∈ Ω y u (t) ∈ K , 0 ≤ t ≤ tf .

αj ≥ 0 y βj ≥ 0, parámetros de peso.

Theorem

Para tf > 0, suficientemente pequeño, el problema anterior tiene, al
menos, una solución.
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Problema de control óptimo: simulación

Simulación numérica

Dificultades: carácter eminentemente no lineal

Uso de las condiciones de optimalidad: coestado
Implementación en MatLab: software SIMUSUB
Permite: analizar la robustez del controlador, comparar el comportamiento
dinámico del veh́ıculo, estimar el ruido hidrodinámico generado en
determinadas maniobras, y generar una serie de trayectorias ideales que
podŕıan ser utilizadas por un autopiloto.
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Algunas simulaciones numéricas

Primera situación

CAMBIO DE PROFUNDIDAD: de 400ms a 50ms en 200 segundos

Tres escenarios según se elijan los pesos αj y βj :
1 se ignoran las demás variables y el coste del uso de los controles;
2 además del cambio de profundidad, se desea que los valores del

movimiento este (variable y) y el ángulo θ estén tan cerca de cero
como sea posible;

3 se penaliza el uso de los controles para incorporar el coste.
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In order to achieve that goal, we modify slightly the parameters Φ and F in the cost function, as
follows:

Φ
(
x (tf ) ,xt

f

)
= 0 (25)

and

F (x (t) ,u (t)) =
3∑

j=1

βj (uj (t))2 +
12∑

j=1

ϑi (xi (t))2 (26)

with δi > 0 weight parameters. Now, the cost function is a commitment between a minimal expense
of control on having done the corresponding manoeuvre and a minimal change on the state variables.
For the turning test, particulary we desire the vertical displacement to be the minimum possible.
Since this type of manoeuvre is not very usual, we do not worry about optimization with respect to
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Figure 5. Deflection of rudder, δr(t)

controls energy. Therefore, we take:






λ = 0.01 ε = 10−6

ϑ3 = 1, ϑi = 0, i != 3,

βj = 0, j = 1, 2, 3
x (0) = (0, 0, 0, 0, 0, 90, 7.5, 0, 0, 0, 0,−1.5)
tf = 400s.

Results are displayed in Figs. 9-18. As shown by these pictures, the turning manoeuvre is very
accurate, while the vertical displacement is very small. Fig. 9 displays the three-dimensional turning
movement. It reaches a minimum on the z−axis of −0.1m and a peak of 0.1m, which compared
to the initial movement with δs = 1o and δb = −0.9o during the entire simulation time, where the
minimum is −1.6m and the maximum is 1.4m, presents a reduction about 90% on the vertical
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Figure 7. Deflection of bow plane, δb(t)

displacement, and compared to the manoeuvre without moving stern and bow planes (the uncoupled
case) where the minimum is −45m and the maximum is 0m, the reduction is about 99%. In this
manoeuvre, it is also clear the coupling effect, since in a decoupled model there are no variations on
the depth variable, z, there is no need to move stern and bow planes. But, for our model the initial
variation was about 45m and to correct that, it was necessary to move both, stern and bow planes,
because such a variation could cause a collision where moving in littoral scenarios.

6. CONCLUSION

Numerical results obtained from the optimization method proposed show that the coupling effects
inherent to the highly nonlinear and coupled mathematical model for the specific named submarine
model considered in this work are not negligible. Of course, these effects can not be detected with
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controls energy. Therefore, we take:






λ = 0.01 ε = 10−6

ϑ3 = 1, ϑi = 0, i != 3,

βj = 0, j = 1, 2, 3
x (0) = (0, 0, 0, 0, 0, 90, 7.5, 0, 0, 0, 0,−1.5)
tf = 400s.

Results are displayed in Figs. 9-18. As shown by these pictures, the turning manoeuvre is very
accurate, while the vertical displacement is very small. Fig. 9 displays the three-dimensional turning
movement. It reaches a minimum on the z−axis of −0.1m and a peak of 0.1m, which compared
to the initial movement with δs = 1o and δb = −0.9o during the entire simulation time, where the
minimum is −1.6m and the maximum is 1.4m, presents a reduction about 90% on the vertical
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displacement, and compared to the manoeuvre without moving stern and bow planes (the uncoupled
case) where the minimum is −45m and the maximum is 0m, the reduction is about 99%. In this
manoeuvre, it is also clear the coupling effect, since in a decoupled model there are no variations on
the depth variable, z, there is no need to move stern and bow planes. But, for our model the initial
variation was about 45m and to correct that, it was necessary to move both, stern and bow planes,
because such a variation could cause a collision where moving in littoral scenarios.

6. CONCLUSION

Numerical results obtained from the optimization method proposed show that the coupling effects
inherent to the highly nonlinear and coupled mathematical model for the specific named submarine
model considered in this work are not negligible. Of course, these effects can not be detected with
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In order to achieve that goal, we modify slightly the parameters Φ and F in the cost function, as
follows:

Φ
(
x (tf ) ,xt

f

)
= 0 (25)

and

F (x (t) ,u (t)) =
3∑

j=1

βj (uj (t))2 +
12∑

j=1

ϑi (xi (t))2 (26)

with δi > 0 weight parameters. Now, the cost function is a commitment between a minimal expense
of control on having done the corresponding manoeuvre and a minimal change on the state variables.
For the turning test, particulary we desire the vertical displacement to be the minimum possible.
Since this type of manoeuvre is not very usual, we do not worry about optimization with respect to
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controls energy. Therefore, we take:






λ = 0.01 ε = 10−6

ϑ3 = 1, ϑi = 0, i != 3,

βj = 0, j = 1, 2, 3
x (0) = (0, 0, 0, 0, 0, 90, 7.5, 0, 0, 0, 0,−1.5)
tf = 400s.

Results are displayed in Figs. 9-18. As shown by these pictures, the turning manoeuvre is very
accurate, while the vertical displacement is very small. Fig. 9 displays the three-dimensional turning
movement. It reaches a minimum on the z−axis of −0.1m and a peak of 0.1m, which compared
to the initial movement with δs = 1o and δb = −0.9o during the entire simulation time, where the
minimum is −1.6m and the maximum is 1.4m, presents a reduction about 90% on the vertical
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controls energy. Therefore, we take:
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ϑ3 = 1, ϑi = 0, i != 3,

βj = 0, j = 1, 2, 3
x (0) = (0, 0, 0, 0, 0, 90, 7.5, 0, 0, 0, 0,−1.5)
tf = 400s.

Results are displayed in Figs. 9-18. As shown by these pictures, the turning manoeuvre is very
accurate, while the vertical displacement is very small. Fig. 9 displays the three-dimensional turning
movement. It reaches a minimum on the z−axis of −0.1m and a peak of 0.1m, which compared
to the initial movement with δs = 1o and δb = −0.9o during the entire simulation time, where the
minimum is −1.6m and the maximum is 1.4m, presents a reduction about 90% on the vertical
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displacement, and compared to the manoeuvre without moving stern and bow planes (the uncoupled
case) where the minimum is −45m and the maximum is 0m, the reduction is about 99%. In this
manoeuvre, it is also clear the coupling effect, since in a decoupled model there are no variations on
the depth variable, z, there is no need to move stern and bow planes. But, for our model the initial
variation was about 45m and to correct that, it was necessary to move both, stern and bow planes,
because such a variation could cause a collision where moving in littoral scenarios.

6. CONCLUSION

Numerical results obtained from the optimization method proposed show that the coupling effects
inherent to the highly nonlinear and coupled mathematical model for the specific named submarine
model considered in this work are not negligible. Of course, these effects can not be detected with
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In order to achieve that goal, we modify slightly the parameters Φ and F in the cost function, as
follows:

Φ
(
x (tf ) ,xt

f

)
= 0 (25)

and

F (x (t) ,u (t)) =
3∑

j=1

βj (uj (t))2 +
12∑

j=1

ϑi (xi (t))2 (26)

with δi > 0 weight parameters. Now, the cost function is a commitment between a minimal expense
of control on having done the corresponding manoeuvre and a minimal change on the state variables.
For the turning test, particulary we desire the vertical displacement to be the minimum possible.
Since this type of manoeuvre is not very usual, we do not worry about optimization with respect to
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controls energy. Therefore, we take:






λ = 0.01 ε = 10−6

ϑ3 = 1, ϑi = 0, i != 3,

βj = 0, j = 1, 2, 3
x (0) = (0, 0, 0, 0, 0, 90, 7.5, 0, 0, 0, 0,−1.5)
tf = 400s.

Results are displayed in Figs. 9-18. As shown by these pictures, the turning manoeuvre is very
accurate, while the vertical displacement is very small. Fig. 9 displays the three-dimensional turning
movement. It reaches a minimum on the z−axis of −0.1m and a peak of 0.1m, which compared
to the initial movement with δs = 1o and δb = −0.9o during the entire simulation time, where the
minimum is −1.6m and the maximum is 1.4m, presents a reduction about 90% on the vertical
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controls energy. Therefore, we take:






λ = 0.01 ε = 10−6

ϑ3 = 1, ϑi = 0, i != 3,

βj = 0, j = 1, 2, 3
x (0) = (0, 0, 0, 0, 0, 90, 7.5, 0, 0, 0, 0,−1.5)
tf = 400s.

Results are displayed in Figs. 9-18. As shown by these pictures, the turning manoeuvre is very
accurate, while the vertical displacement is very small. Fig. 9 displays the three-dimensional turning
movement. It reaches a minimum on the z−axis of −0.1m and a peak of 0.1m, which compared
to the initial movement with δs = 1o and δb = −0.9o during the entire simulation time, where the
minimum is −1.6m and the maximum is 1.4m, presents a reduction about 90% on the vertical
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displacement, and compared to the manoeuvre without moving stern and bow planes (the uncoupled
case) where the minimum is −45m and the maximum is 0m, the reduction is about 99%. In this
manoeuvre, it is also clear the coupling effect, since in a decoupled model there are no variations on
the depth variable, z, there is no need to move stern and bow planes. But, for our model the initial
variation was about 45m and to correct that, it was necessary to move both, stern and bow planes,
because such a variation could cause a collision where moving in littoral scenarios.

6. CONCLUSION

Numerical results obtained from the optimization method proposed show that the coupling effects
inherent to the highly nonlinear and coupled mathematical model for the specific named submarine
model considered in this work are not negligible. Of course, these effects can not be detected with
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linear or uncoupled nonlinear models. In this respect, it is interesting to point out that International
Marine Organization (IMO) accepts results obtained from numerical simulation for ships models
validation. Up to knowledge of the authors, for the moment, the case of underwater vehicles has not
been received IMO’s attention, but it could be the case in the near future. The present work may
therefore be useful in this sense. However, the main applications of the results of this work are:

• Assist designers during the preliminary state design of the submarine. For instance, the
parameters for position and shape of the control surfaces appear in the hydrodynamic
coefficients and these affect the manoeuvrability capability of the underwater vehicle, which
can be simulated with the model considered in this work. Therefore, designers can adapt those
design parameters to obtain and specific and desired submarine’s dynamics.
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• As a guidance system since the approach of this work provides a set of manoeuvres which are
admissible for our specific model. These manoeuvres are the starting point for the design of
controllers based on feedback laws.

In what concerns the computational cost of the gradient algorithm proposed, in terms of computer
time consuming and for a PC with 2.66 GHz and 2 GB RAM memory, dept change manoeuvres
tested take about 50 seconds. However, the turning manoeuvre simulated requires about 1 hour.
For the purposes of the present work, computational cost is not an essential issue. Our main goal
was to analyze coupling effects in the nonlinear mathematical model and to do so with rigorous
mathematics. We emphasize that discontinuities in an ODE system (which in our case appear in the
adjoint state law) may be a very delicate issue in the numerical computation of its solution.

As for possible extensions of the results in this work, we would like to mention:

Copyright c© 2010 John Wiley & Sons, Ltd. Optim. Control Appl. Meth. (2010)
Prepared using ocaauth.cls DOI: 10.1002/oca

ANALYSIS OF THE MANOEUVRE CAPABILITIES OF A SUBMARINE 19

!50 0 50 100 150 200
!250

!200

!150

!100

!50

0

x(m)

y
(m
)

Figure 10. Movement x-y plane

0 50 100 150 200 250 300 350 400
!0.1

!0.05

0

0.05

0.1

0.15

t (s)

m

Figure 11. Depth movement, z(t)

• As a guidance system since the approach of this work provides a set of manoeuvres which are
admissible for our specific model. These manoeuvres are the starting point for the design of
controllers based on feedback laws.

In what concerns the computational cost of the gradient algorithm proposed, in terms of computer
time consuming and for a PC with 2.66 GHz and 2 GB RAM memory, dept change manoeuvres
tested take about 50 seconds. However, the turning manoeuvre simulated requires about 1 hour.
For the purposes of the present work, computational cost is not an essential issue. Our main goal
was to analyze coupling effects in the nonlinear mathematical model and to do so with rigorous
mathematics. We emphasize that discontinuities in an ODE system (which in our case appear in the
adjoint state law) may be a very delicate issue in the numerical computation of its solution.

As for possible extensions of the results in this work, we would like to mention:
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linear or uncoupled nonlinear models. In this respect, it is interesting to point out that International
Marine Organization (IMO) accepts results obtained from numerical simulation for ships models
validation. Up to knowledge of the authors, for the moment, the case of underwater vehicles has not
been received IMO’s attention, but it could be the case in the near future. The present work may
therefore be useful in this sense. However, the main applications of the results of this work are:

• Assist designers during the preliminary state design of the submarine. For instance, the
parameters for position and shape of the control surfaces appear in the hydrodynamic
coefficients and these affect the manoeuvrability capability of the underwater vehicle, which
can be simulated with the model considered in this work. Therefore, designers can adapt those
design parameters to obtain and specific and desired submarine’s dynamics.

Copyright c© 2010 John Wiley & Sons, Ltd. Optim. Control Appl. Meth. (2010)
Prepared using ocaauth.cls DOI: 10.1002/oca

ANALYSIS OF THE MANOEUVRE CAPABILITIES OF A SUBMARINE 19

!50 0 50 100 150 200
!250

!200

!150

!100

!50

0

x(m)

y
(m
)

Figure 10. Movement x-y plane

0 50 100 150 200 250 300 350 400
!0.1

!0.05

0

0.05

0.1

0.15

t (s)

m

Figure 11. Depth movement, z(t)

• As a guidance system since the approach of this work provides a set of manoeuvres which are
admissible for our specific model. These manoeuvres are the starting point for the design of
controllers based on feedback laws.

In what concerns the computational cost of the gradient algorithm proposed, in terms of computer
time consuming and for a PC with 2.66 GHz and 2 GB RAM memory, dept change manoeuvres
tested take about 50 seconds. However, the turning manoeuvre simulated requires about 1 hour.
For the purposes of the present work, computational cost is not an essential issue. Our main goal
was to analyze coupling effects in the nonlinear mathematical model and to do so with rigorous
mathematics. We emphasize that discontinuities in an ODE system (which in our case appear in the
adjoint state law) may be a very delicate issue in the numerical computation of its solution.

As for possible extensions of the results in this work, we would like to mention:

Copyright c© 2010 John Wiley & Sons, Ltd. Optim. Control Appl. Meth. (2010)
Prepared using ocaauth.cls DOI: 10.1002/oca

ANALYSIS OF THE MANOEUVRE CAPABILITIES OF A SUBMARINE 19

!50 0 50 100 150 200
!250

!200

!150

!100

!50

0

x(m)

y
(m
)

Figure 10. Movement x-y plane

0 50 100 150 200 250 300 350 400
!0.1

!0.05

0

0.05

0.1

0.15

t (s)

m

Figure 11. Depth movement, z(t)

• As a guidance system since the approach of this work provides a set of manoeuvres which are
admissible for our specific model. These manoeuvres are the starting point for the design of
controllers based on feedback laws.

In what concerns the computational cost of the gradient algorithm proposed, in terms of computer
time consuming and for a PC with 2.66 GHz and 2 GB RAM memory, dept change manoeuvres
tested take about 50 seconds. However, the turning manoeuvre simulated requires about 1 hour.
For the purposes of the present work, computational cost is not an essential issue. Our main goal
was to analyze coupling effects in the nonlinear mathematical model and to do so with rigorous
mathematics. We emphasize that discontinuities in an ODE system (which in our case appear in the
adjoint state law) may be a very delicate issue in the numerical computation of its solution.

As for possible extensions of the results in this work, we would like to mention:
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6 8 10 12 14 16

0

200

400

600

800

1000

1200

1400

1600

1800

 

 

nonlinear z+

nonlinear z

nonlinear u

Figure 8. Cost Function

!50
0

50
100

150
200

!300

!200

!100

0
!0.1

!0.05

0

0.05

0.1

0.15

x(m)y(m)

z
(m
)

Figure 9. Three-dimensional movement

linear or uncoupled nonlinear models. In this respect, it is interesting to point out that International
Marine Organization (IMO) accepts results obtained from numerical simulation for ships models
validation. Up to knowledge of the authors, for the moment, the case of underwater vehicles has not
been received IMO’s attention, but it could be the case in the near future. The present work may
therefore be useful in this sense. However, the main applications of the results of this work are:

• Assist designers during the preliminary state design of the submarine. For instance, the
parameters for position and shape of the control surfaces appear in the hydrodynamic
coefficients and these affect the manoeuvrability capability of the underwater vehicle, which
can be simulated with the model considered in this work. Therefore, designers can adapt those
design parameters to obtain and specific and desired submarine’s dynamics.
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• As a guidance system since the approach of this work provides a set of manoeuvres which are
admissible for our specific model. These manoeuvres are the starting point for the design of
controllers based on feedback laws.

In what concerns the computational cost of the gradient algorithm proposed, in terms of computer
time consuming and for a PC with 2.66 GHz and 2 GB RAM memory, dept change manoeuvres
tested take about 50 seconds. However, the turning manoeuvre simulated requires about 1 hour.
For the purposes of the present work, computational cost is not an essential issue. Our main goal
was to analyze coupling effects in the nonlinear mathematical model and to do so with rigorous
mathematics. We emphasize that discontinuities in an ODE system (which in our case appear in the
adjoint state law) may be a very delicate issue in the numerical computation of its solution.

As for possible extensions of the results in this work, we would like to mention:
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